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Ïåðåäìîâà

Íà ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ àëãåáðà óòâåðäèëàñÿ ÿê òåîðåòèêî-ìíîæèí-
íà, àêñiîìàòè÷íà íàóêà, äëÿ ÿêî¨ îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íi
îïåðàöi¨, ùî âèêîíóþòüñÿ íàä åëåìåíòàìè äîâiëüíî¨ ïðèðîäè. Âiäîìî, íàñêiëü-
êè çíà÷íèì, à iíîäi i âèðiøàëüíèì áóâ ïîäàëüøèé âïëèâ ñó÷àñíî¨ àëãåáðè íà
ðîçâèòîê áàãàòüîõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè, ç ÿêèõ íàñàìïåðåä ñëiä âèäiëèòè òî-
ïîëîãiþ i ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç. Ðiçíîìàíiòíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè âèíèêà-
þòü ïðàêòè÷íî ó âñiõ ìàòåìàòè÷íèõ êóðñàõ, âêëþ÷íî ç ïðèêëàäíèìè. Îñòàííi
ïîñèëþþòü àêòóàëüíiñòü âèâ÷åííÿ àëãåáðè ç îãëÿäó íà âñåïðîíèêíi öèôðî-
âi òåõíîëîãi¨ òà ñòðiìêèé ðîçâèòîê êîìï'þòåðíèõ íàóê. Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê
ïðèñâÿ÷åíî êëàñè÷íèì àëãåáðà¨÷íèì ñòðóêòóðàì, ÿêi ñòóäåíòè îïàíîâóþòü
íà ìîëîäøèõ êóðñàõ óíiâåðñèòåòñüêî¨ ïiäãîòîâêè. Éîãî ìåòîþ ¹ îçíàéîìëåí-
íÿ ÷èòà÷à ç îñíîâàìè òåîði¨ ãðóï òà òåîði¨ êiëåöü.

Çàãàëüíîâèçíàíî, ùî íàéêðàùèé ñïîñiá âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè  ðóíòó¹òüñÿ
íà ðîçâ'ÿçóâàííi ïðèêëàäiâ i ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Ïðàêòè÷íèé ïiäõiä äî âèêëà-
äåííÿ ìàòåðiàëó íå òiëüêè äîïîìàãà¹ âèâ÷èòè ìåòîäè òà iíñòðóìåíòè äëÿ
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, à é çìiöíþ¹ ðîçóìiííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü. Êíèçi ïðèòàìàí-
íèé ïîñëiäîâíèé îïèñ òåîði¨ ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ iëþñòðàòèâíèõ ïðèêëàäiâ.
Âîíà ìiñòèòü áëèçüêî 500 âïðàâ, ÿêi ïîÿñíþþòü i ðîçøèðþþòü òåîðåòè÷íèé
ìàòåðiàë.

Ó íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê âêëþ÷åíî ëåêöi¨ ç òåîði¨ ãðóï òà òåîði¨ êiëåöü, ÿêi
àâòîð ÷èòà¹ ó êóðñi àëãåáðè òà òåîði¨ ÷èñåë äëÿ ñòóäåíòiâ ñïåöiàëüíîñòåé �Ìà-
òåìàòèêà�, �Ñòàòèñòèêà� òà �Ñåðåäíÿ îñâiòà(ìàòåìàòèêà)� íà ôàêóëüòåòi ìà-
òåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà. Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç 15 ëåêöié, ïîäiëåíèõ íà äâà ðîçäi-
ëè. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî îñíîâè òåîði¨ ãðóï. Äðóãèé ðîçäië ìiñòèòü
âèêëàä îñíîâíèõ ïîíÿòü i ôàêòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç êiëüöÿìè. Âàæëèâi ïîíÿòòÿ òà
òåîðåìè ïðîiëþñòðîâàíî ÷èñëåííèìè ïðèêëàäàìè. Êîæíó ëåêöiþ äîïîâíåíî
ðåòåëüíî ïiäiáðàíèìè âïðàâàìè, ÿêi ¹ îñíîâîþ äëÿ ïðîâåäåííÿ ïðàêòè÷íîãî
çàíÿòòÿ ç äàíî¨ òåìè, à òàêîæ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ñêëàäàííi àó-
äèòîðíèõ i äîìàøíiõ êîíòðîëüíèõ ðîáiò. Ïîñiáíèê ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñü
òàêîæ ÿê äîâiäíèê, ÷îìó ñïðèÿ¹ äåòàëüíèé ïðåäìåòíèé ïîêàæ÷èê.
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Ðîçäië I

Åëåìåíòè òåîði¨ ãðóï

Ëåêöiÿ 1. Îçíà÷åííÿ ãðóïè. Ïiäãðóïè

Áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ, çàäàíîþ íà ìíîæèíi X, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ
� : X �X Ñ X, äå X �X � ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð åëåìåíòiâ ç X.
Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó îáðàç �pa, bq P X åëåìåíòà pa, bq P X � X ïîçíà÷àòè-
ìåìî ÷åðåç a � b i íàçèâàòåìåìî äîáóòêîì åëåìåíòiâ a i b.

Áiíàðíà îïåðàöiÿ � íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâíîþ, ÿêùî
a � pb � cq � pa � bq � c äëÿ âñiõ a, b, c P X. Ïàðà pS, �q, äå S � ìíîæèíà, à �
� àñîöiàòèâíà áiíàðíà îïðåðàöiÿ íà S, íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ. ßêùî ç êîí-
òåêñòó çðîçóìiëî ïðî ÿêó îïåðàöiþ � íà ìíîæèíi S éäå ìîâà, òî çàìiñòü a � b
ïèñàòèìåìî ab, à çàìiñòü pS, �q � S.

Ïðèêëàä 1.1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i àðèôìåòè÷íi
áiíàðíi îïåðàöi¨ �,�, �. Îñêiëüêè a�b, a �b P N äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b P N, òî
îïåðàöi¨ � i � ¹ çàäàíèìè íà ìíîæèíi N. Ïðîòå ðiçíèöÿ �1 íàòóðàëüíèõ
÷èñåë 1 i 2 íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, à îòæå, îïåðàöiÿ � íå ¹ çàäàíîþ
íà ìíîæèíi N.

Îñêiëüêè a� pb� cq � pa� bq � c i a � pb � cq � pa � bq � c äëÿ áóäü-ÿêèõ
a, b, c P N, òî ïàðè pN,�q i pN, �q ¹ íàïiâãðóïàìè.

ßêùî a � b � b � a äëÿ âñiõ a, b P X, òî áiíàðíà îïåðàöiÿ � íàçèâà¹òüñÿ
êîìóòàòèâíîþ íà X.

Ïðèêëàä 1.2. Áiíàðíà îïåðàöiÿ �, çàäàíà íà ìíîæèíi Z ïðàâèëîì a � b �
�pa� bq, ¹ êîìóòàòèâíîþ, àëå íå ¹ àñîöiàòèâíîþ. Äiéñíî,

a � b � �pa� bq � �pb� aq � b � a,
a � pb � cq � a � p�pb� cqq � �pa� pb� cqq � �a� b� c,

pa � bq � c � p�pa� bqq � c � �p�pa� bq � cq � a� b� c.

Òàêèì ÷èíîì, ïàðà pZ, �q íå ¹ íàïiâãðóïîþ.
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6 I. ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐI� ÃÐÓÏ

Òâåðäæåííÿ 1.1.

Ó íàïiâãðóïi S ðåçóëüòàò çàñòîñóâàííÿ îïåðàöi¨ äî äåêiëüêîõ åëåìåí-
òiâ íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ðîçñòàíîâêè äóæîê.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , an P S. Íå ìiíÿþ÷è ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ
åëåìåíòiâ, ìîæíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè çíàõîäèòè äîáóòîê öèõ åëåìåíòiâ.
Äëÿ n ¤ 4 ìîæíà óòâîðèòè íàñòóïíi äîáóòêè:

n � 1 a1;

n � 2 a1a2;

n � 3 pa1a2qa3, a1pa2a3q;
n � 4 ppa1a2qa3qa4, pa1pa2a3qqa4, a1ppa2a3qa4q, a1pa2pa3a4qq, pa1a2qpa3a4q.
Îñêiëüêè áiíàðíà îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òî pa1a2qa3 � a1pa2a3q.

Äëÿ n � 4, âèêîðèñòîâóþ÷è àñîöiàòèâíiñòü, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âñi
ï'ÿòü äîáóòêiâ ñïiâïàäàþòü.

Ïðîäîâæèìî äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ çà n P N. Ââàæà¹ìî, ùî äëÿ êiëü-
êîñòi åëåìåíòiâ   n òâåðäæåííÿ âiðíå. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî

pa1 . . . akqpak�1 . . . anq � pa1 . . . asqpas�1 . . . anq
äëÿ áóäü ÿêèõ k, s P t1, . . . , n� 1u.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ âñåðåäèíi äóæîê äîáóòêè âèçíà÷àþòüñÿ
îäíîçíà÷íî. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî k ¡ s. Òîäi

pa1 . . . akqpak�1 . . . anq � ppa1 . . . asqpas�1 . . . akqqpak�1 . . . anq �
pa1 . . . asqppas�1 . . . akqpak�1 . . . anqq � pa1 . . . asqpas�1 . . . anq.

�

Ó âèïàäêó a1 � a2 � . . . an � a äîáóòîê a1 � a2 � . . . � an ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
an i íàçèâà¹òüñÿ n-ì ñòåïåíåì åëåìåíòà a. Ç òâåðäæåííÿ 1.1 âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ çâè÷àéíi ïðàâèëà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ, à ñàìå, am � an � am�n,
pamqn � amn äëÿ âñiõ m,n P N.

Åëåìåíò e íàïiâãðóïè pS, �q íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ (ïðàâîþ) îäèíèöåþ, ÿêùî
e � a � a pa � e � aq äëÿ âñiõ a P S. Åëåìåíò e P S íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ, ÿêùî
e ¹ ÿê ëiâîþ, òàê i ïðàâîþ îäèíèöåþ íàïiâãðóïè S.

Íàïiâãðóïà, ÿêà ìiñòèòü îäèíèöþ, íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì. Çàóâàæèìî, ùî
f � e�f � e äëÿ êîæíî¨ ëiâî¨ îäèíèöi e i ïðàâî¨ îäèíèöi f íàïiâãðóïè S. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ìîíî¨ä ìiñòèòü ¹äèíó îäèíèöþ. ßêùî e � îäèíèöÿ ìîíî¨äà M ,
òî äîìîâèìîñÿ, ùî a0 � e äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a PM .

Åëåìåíò e P S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî e � e � e. Çðîçóìiëî, ùî
îäèíèöÿ íàïiâãðóïè ¹ iäåìïîòåíòîì.



Ëåêöiÿ 1. ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÃÐÓÏÈ. ÏIÄÃÐÓÏÈ 7

Ïðèêëàä 1.3. Ó íàïiâãðóïi pZ, �q ðiâíÿííÿ x2 � x ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè 0 i
1, ÿêi ¹ iäåìïîòåíòàìè. Îñêiëüêè a � 1 � 1 � a � a äëÿ êîæíîãî a P Z, òî
÷èñëî 1 ¹ îäèíèöåþ ìîíî¨äà pZ, �q.

Åëåìåíò a ìîíî¨äà pM, �q íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì çëiâà (ñïðàâà), ÿêùî
iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b PM , ùî b � a � e pa � b � eq. ßêùî a � b � e, òî åëåìåíò
a íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì äî åëåìåíòà b, à b � ïðàâèì îáåðíåíèì äî a.
Åëåìåíò, îáîðîòíèé ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà, íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì.

Ïðèêëàä 1.4. Ó ìîíî¨äi pR, �q äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a � 0 ðiâíÿííÿ
a�x � 1 i x�a � 1 ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x � 1

a
P R, à òîìó âñi åëåìåíòè

a � 0 ¹ îáîðîòíèìè. Ðiâíÿííÿ 0 � x � 1 i x � 0 � 1 ðîçâ'ÿçêiâ íå ìàþòü, à
îòæå, 0 íå ¹ îáîðîòíèì.

Íàïiâãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî

1) G ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ, òîáòî iñíó¹ e P G, ùî e � a � a äëÿ êîæíîãî
a P G;

2) êîæåí åëåìåíò a P G ¹ îáîðîòíèì çëiâà, òîáòî äëÿ êîæíîãî a P G iñíó¹
x P G, ùî x � a � e.

Íåõàé G � ãðóïà, x � ëiâèé îáåðíåíèé äî åëåìåíòà a P G. Ç àêñiîì 1), 2)
âèïëèâà¹, ùî x � pa � xq � px � aq � x � e � x � x. ßêùî ðiâíiñòü x � pa � xq � x
äîìíîæèòè çëiâà íà ëiâèé îáåðíåíèé äî x, òî îòðèìà¹ìî, ùî e � a � x � e,
çâiäêè a � x � e. Òàêèì ÷èíîì, â ãðóïi G êîæåí ëiâèé îáåðíåíèé äî åëåìåíòà
a ¹ òàêîæ i ïðàâèì îáåðíåíèì. Îñêiëüêè a � e � a � x � a � e � a � a, òî êîæíà
ëiâà îäèíèöÿ ¹ îäíî÷àñíî i ïðàâîþ îäèíèöåþ ãðóïè G.

Íåõàé b1 i b2 � îáåðíåíi åëåìåíòè äî åëåìåíòà a ãðóïè G, òîäi

b1 � b1 � e � b1 � pa � b2q � pb1 � aq � b2 � e � b2 � b2.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ãðóïè G iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé
åëåìåíò, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç a�1. Çðîçóìiëî, ùî pa�1q�1 � a. Îñêiëüêè

pa � bq � pb�1 � a�1q � a � pb � b�1q � a�1 � a � a�1 � e,

òî pa � bq�1 � b�1 � a�1 äëÿ êîæíèõ a, b P G.

Ïðèêëàä 1.5. Ïîêàæåìî, ùî ïàðà pZ, �q, äå a � b � a� b� 2024 ¹ ãðóïîþ.
1) Îñêiëüêè a � b � a � b � 2024 P Z äëÿ êîæíèõ a, b P Z, òî áiíàðíà

îïåðàöiÿ � ¹ çàäàíîþ íà ìíîæèíi Z.
2) Ç ðiâíîñòåé a� pb�cq � a� pb�c�2024q � a�pb�c�2024q�2024 �

a� b� c� 4048 � pa� b� 2024q � c� 2024 � pa � bq � c� 2024 � pa � bq � c
âèïëèâà¹, ùî îïåðàöiÿ � ¹ àñîöiàòèâíîþ, à òîìó ïàðà pZ, �q � íàïiâãðóïà.
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3) Ïðèïóñòèìî, ùî íàïiâãðóïà ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ e. Òîäi e�a � a
äëÿ êîæíîãî a P Z. Çâiäêè e� a� 2024 � a i e � 2024.

4) Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a P Z ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ x � a � e, ÿêå
ìà¹ âèãëÿä x � a � 2024 � 2024. Îñêiëüêè äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
x � 4048� a P Z, òî êîæåí åëåìåíò a P Z ¹ îáîðîòíèì çëiâà.

Òàêèì ÷èíîì, ïàðà pZ, �q ¹ ãðóïîþ.

Ïðèêëàä 1.6. Äîâåäåìî, ùî ïàðà pG, �q, äå
G � pQzt0uq �Q, pa1, b1q � pa2, b2q � pa1a2, a1b2 � b1q,

¹ ãðóïîþ.
1) ßêùî pa1, b1q, pa2, b2q P G, òî a1 � 0 i a2 � 0, çâiäêè a1a2 � 0 i

pa1, b1q � pa2, b2q � pa1a2, a1b2 � b1q P G.
2) Ç ðiâíîñòåé pa1, b1q � rpa2, b2q � pa3, b3qs � pa1, b1q � pa2a3, a2b3� b2q �

pa1a2a3, a1pa2b3�b2q�b1q � pa1a2a3, a1a2b3�a1b2�b1q òà rpa1, b1q�pa2, b2qs�
pa3, b3q � pa1a2, a1b2� b1q � pa3, b3q � pa1a2a3, a1a2b3� a1b2� b1q âèïëèâà¹,
ùî ïàðà pG, �q ¹ íàïiâãðóïîþ.

3) Ïðèïóñòèìî, ùî íàïiâãðóïà ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ e � px1, x2q.
Òîäi e � a � a äëÿ êîæíîãî a � pa1, a2q P G. Çâiäêè px1, x2q � pa1, a2q �
pa1, a2q, à îòæå, px1a1, x1a2 � x2q � pa1, a2q. Òàêèì ÷èíîì, x1a1 � a1 i
x1a2 � x2 � a2, à òîìó e � px1, x2q � p1, 0q P G.

4) Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a � pa1, a2q P G ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ x�a �
e. Íåõàé x � px1, x2q. Òîäi ðiâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó px1, x2q � pa1, a2q �
p1, 0q. Çâiäêè x1a1 � 1 i x1a2 � x2 � 0, à îòæå, px1, x2q � p 1

a1
,�a2

a1
q P G.

Òàêèì ÷èíîì, êîæåí åëåìåíò a P G ìà¹ ëiâèé îáåðíåíèé, à òîìó ïàðà
pG, �q ¹ ãðóïîþ.

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè êîìóòóþòü, â òîìó
ñåíñi, ùî a � b � b � a äëÿ êîæíèõ a, b P G. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà ç ïðèêëàäó 1.5
¹ àáåëåâîþ, à ç ïðèêëàäó 1.6 íå ¹ àáåëåâîþ.

Ïðèêëàä 1.7. Ìàòðè÷íi ãðóïè.
×åðåçMpn,Rq ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ n�n-ìàòðèöü

ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Çðîçóìiëî, ùî Mpn,Rq ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü ¹ ìîíî¨äîì ç îäèíèöåþ E. Îñêiëüêè òiëüêè íåâèðîäæåíi ìà-
òðèöi ìàþòü îáåðåíåíi, òî Mpn,Rq íå ¹ ãðóïîþ.

Íåõàé GLpn,Rq � tA P Mpn,Rq | detA � 0u. Òîäi GLpn,Rq � ãðóïà,
ÿêó íàçèâàþòü ïîâíîþ àáî çàãàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä
R.
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SLpn,Rq � tA P GLpn,Rq | detA � 1u � ãðóïà, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä R.

Âèçíà÷èìî âiä'¹ìíi öiëi ñòåïåíi åëåìåíòà a ãðóïè G ÿê îáåðíåíi äî äîäà-
òíèõ ñòåïåíiâ, òîáòî ïîêëàäåìî a�n :� panq�1 äëÿ âñiõ n P N.

Òâåðäæåííÿ 1.2.

pasq�1 � pa�1qs � a�s äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ãðóïè G i êîæíîãî s P Z.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé s ¡ 0.
Òîäi a�s � pasq�1 � pa . . . aloomoon

s

q�1 � a�1 . . . a�1loooomoooon
s

� pa�1qs.

ßêùî s � 0, òî pasq�1 � e � pa�1qs � a�s.
Íåõàé s   0. Òîäi

pasq�1 � ppa�1q|s|q�1 � ppa|s|q�1q�1 � a|s| � a�s i

pa�1qs � pa�1q�|s| � ppa�1q|s|q�1 � ppa|s|q�1q�1 � a|s| � a�s.
�

Òâåðäæåííÿ 1.3.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ãðóïè G i áóäü-ÿêèõ s, t P Z ìàþòü ìiñöå
ðiâíîñòi:

asat � as�t, pasqt � ast.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ íàòóðàëüíèõ ïîêàçíèêiâ öi ðiâíîñòi îòðèìàíî ðàíiøå.
ßêùî îäèí ç ïîêàçíèêiâ äîðiâíþ¹ íóëþ, òî î÷åâèäíî, ùî ðiâíîñòi òàêîæ
âèêîíóþòüñÿ.

Íåõàé s   0 i t   0. Òîäi

asat � a�|s|a�|t| � pa�1q|s|pa�1q|t| � pa�1q|s|�|t| � as�t;

pasqt � pa�|s|qt � ppa|s|q�1qt � pa|s|q�t � pa|s|q|t| � a|s||t| � ast.

ßêùî s   0 i t ¡ 0, òî

asat � a�|s|at � a�1 . . . a�1loooomoooon
|s|

a . . . aloomoon
t

� at�|s| pàáî pa�1q|s|�t ïðè |s| ¥ tq � at�s;

pasqt � as . . . asloomoon
t

� a�1 . . . a�1loooomoooon
|s|

. . . a�1 . . . a�1loooomoooon
|s|

� pa�1q|s|t � ast.

Âèïàäîê s ¡ 0 i t   0 ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. �
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Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà X ç âèçíà÷åíîþ íà íié îïåðàöi¹þ � íàçèâà¹òüñÿ êâà-
çiãðóïîþ, ÿêùî äëÿ êîæíèõ a, b P X ñèñòåìà ðiâíÿíü a � x � b i y � a � b ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê px, yq P X �X.

Ïðèêëàä 1.8. Ó ïðèêëàäi 1.2 ïîêàçàíî, ùî áiíàðíà îïåðàöiÿ �, çàäàíà
íà ìíîæèíi Z ïðàâèëîì a � b � �pa� bq, íå ¹ àñîöiàòèâíîþ. Îòæå, ïàðà
pZ, �q íå ¹ ãðóïîþ. Äëÿ êîæíèõ a, b P X ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ a � x � b i
y�a � b, ÿêi çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi �pa�xq � b i �py�aq � b âiäïîâiäíî.
Äàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x � y � �a� b P Z, à òîìó ïàðà
pZ, �q ¹ êâàçiãðóïîþ.

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 1.1.

Íàïiâãðóïà G ¹ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ êâàçiãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî G ¹ ãðóïîþ, òî ïàðà px, yq � pa�1b, ba�1q P G � G
¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü ax � b i ya � b. Äiéñíî, ÿêùî
ax1 � b � ax2, òî äîìíîæèâøè ðiâíîñòi çëiâà íà a�1 îòðèìà¹ìî, ùî
x1 � a�1b � x2. Àíàëîãi÷íî äëÿ äðóãîãî ðiâíÿííÿ.

Íåõàé íàïiâãðóïà G ¹ êâàçiãðóïîþ. Ñïåðøó äîâåäåìî iñíóâàííÿ ëiâî¨
îäèíèöi. Íåõàé c P G � äîâiëüíèé åëåìåíò. Çà îçíà÷åííÿì êâàçiãðóïè
iñíó¹ åëåìåíò ec, äëÿ ÿêîãî ecc � c. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a P G
çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê xc ðiâíÿííÿ cx � a. Äàëi ìà¹ìî, ùî eca � ecpcxcq �
peccqxc � cxc � a, òîáòî e � ec � ëiâà îäèíèöÿ íàïiâãðóïè G. Àëå òîäi äëÿ
êîæíîãî a P G ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ya � e ¹ ëiâèì îáåðíåíèì åëåìåíòîì
äî åëåìåíòà a. �

ßêùî M � G, a P G, òî ÷åðåç a � M òà M � a ïîçíà÷èìî ìíîæèíè
ta �m | m PMu òà tm � a | m PMu âiäïîâiäíî.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ìíîæèíè G ç âèçíà÷åíîþ íà íié îïåðàöi¹þ �, óìîâà
a � G � G � G � a äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a P G ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî äëÿ
êîæíèõ a, b P G ñèñòåìà ðiâíÿíü a�x � b i y�a � b ìà¹ ðîçâ'ÿçîê px, yq P G�G.
Îñêiëüêè â äðóãîìó àáçàöi äîâåäåííÿ õàðàêòåðèçàöiéíî¨ òåîðåìè 1.1 ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, òî ç òåîðåìè 1.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíà

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 1.2.

Íàïiâãðóïà pG, �q ¹ ãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a �G � G � G �a äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà a P G.

ßêùî G � ãðóïà, òî ïîòóæíiñòü |G| ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðó-
ïè G. ßêùî ïîðÿäîê ñêií÷åííèé, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ. Ó öüîìó
âèïàäêó ¨¨ ìîæíà çàäàòè çà äîïîìîãîþ òàáëèöi ìíîæåííÿ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
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òàáëèöåþ Êåëi ãðóïè G. Òàáëèöÿ Êåëi ¹ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ, åëåìåíòè ÿêî¨
íàëåæàòü ãðóïi G, à ðÿäêè i ñòîâïöi ïîçíà÷åíi åëåìåíòàìè ãðóïè G. Íà ïåðå-
òèíi ðÿäêà, ïîçíà÷åíîãî åëåìåíòîì a P G, i ñòîâïöÿ, ïîçíà÷åíîãî åëåìåíòîì
b P G, ìiñòèòüñÿ ¨õ äîáóòîê a � b.

ßêùî îïåðàöiÿ � ¹ àñîöiàòèâíîþ íà ìíîæèíi M , òî ç õàðàêòåðèçàöiéíî¨
òåîðåìè 1.2 âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè ìíîæèíèM ¹ òàáëèöåþ Êåëi
ãðóïè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæåí ðÿäîê i êîæåí ñòîâïåöü ìàòðèöi ñêëàäà¹-
òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè M .

Ïðèêëàä 1.9. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Q8 � t1,�1, i,�i, j,�j, k,�ku. Òà-
áëèöÿ ìíîæåííÿ ¨¨ åëåìåíòiâ ¹ íàñòóïíîþ:

� 1 �1 i �i j �j k �k

1 1 �1 i �i j �j k �k

�1 �1 1 �i i �j j �k k

i i �i �1 1 k �k �j j

�i �i i 1 �1 �k k j �j

j j �j �k k �1 1 i �i

�j �j j k �k 1 �1 �i i

k k �k j �j �i i �1 1

�k �k k �j j i �i 1 �1

Ïåðåâiðèìî àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ � íà ìíîæèíi ti, j, ku:
i � pj � kq � i � i � �1 � k � k � pi � jq � k,

i � pk � jq � i � p�iq � 1 � �j � j � pi � kq � j,

j � pk � iq � j � j � �1 � i � i � pj � kq � i,

j � pi � kq � j � p�jq � 1 � �k � k � pj � iq � k,

k � pi � jq � k � k � �1 � j � j � pk � iq � j,

k � pj � iq � k � p�kq � 1 � �i � i � pk � jq � i.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òi ôàêòè, ùî åëåìåíò �1 êîìóòó¹ ç óñiìà åëå-
ìåíòàìè ìíîæèíè Q8 i �a � �1 � a äëÿ âñiõ a P t1, i, j, ku, ëåãêî ïåðåâi-
ðèòè àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ � íà ìíîæèíi Q8.

Êîæåí ðÿäîê i êîæåí ñòîâïåöü ìiñòèòü âñi åëåìåíòè ìíîæèíè Q8, à
òîìó pQ8, �q ¹ ãðóïîþ. Îñêiëüêè ij � k � �k � ji, òî âîíà ¹ íåàáåëåâîþ
ãðóïîþ ïîðÿäêó 8.

Ãðóïà Q8 íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ êâàòåðíiîíiâ.

Ñåðåä íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ãðóïè G äåÿêi ìîæóòü òàêîæ áóòè ãðóïàìè.
Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ, ÿêùî H ¹ ãðóïîþ
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âiäíîñíî òi¹¨ æ îïåðàöi¨, ÿêà âèçíà÷åíà íà G. ßêùî H � ïiäãðóïà ãðóïè G, òî
áóäåìî çàïèñóâàòè H   G.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ãðóïà G ìiñòèòü îäèíè÷íó ïiäãðóïó teu i ïiäãðóïó
G. Öi ïiäãðóïè íàçèâàþòüñÿ òðèâiàëüíèìè ïiäãðóïàìè. Âëàñíîþ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà H � G.

Òâåðäæåííÿ 1.4 (Êðèòåðié ïiäãðóïè).

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè hk, h�1

G P H äëÿ âñiõ h, k P H.

Äîâåäåííÿ. ßêùî H ïiäãðóïà ãðóïè G, òî çà îçíà÷åííÿ ãðóïè hk P H
äëÿ êîæíèõ h, k P H. Íåõàé e i f � îäèíèöi ãðóï G i H âiäïîâiäíî. Òîäi
ef � f � ff . Äîìíîæèâøè ñïðàâà ðiâíiñòü ef � ff íà åëåìåíò f�1 P G,
îòðèìà¹ìî, ùî ee � fe, òîáòî f � e. ÎñêiëüêèH � ãðóïà, òî äëÿ êîæíîãî
h P H iñíó¹ îáåðíåíèé h�1 â ãðóïi H, äëÿ ÿêîãî h�1h � hh�1 � f � e. À
öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíò h�1 ¹ îáåðíåíèì äî åëåìåíòà h P H â ãðóïi G.

Íåõàé hk, h�1 P H äëÿ âñiõ h, k P H. Îñêiëüêè àñîöiàòèâíiñòü âèêî-
íó¹òüñÿ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G i hk P H äëÿ êîæíèõ h, k P H, òî
H ¹ íàïiâãðóïîþ. Åëåìåíò h�1, îáåðíåíèé äî åëåìåíòà h â ãðóïi G, íà-
ëåæèòü H, à òîìó h�1h P H. Îñêiëüêè e � h�1h, òî e � îäèíèöÿ ãðóïè
H. �

Ïðèêëàä 1.10. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó pR,�q. Îñêiëüêè a � b,�a P Z äëÿ
áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a i b, òî Z ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè R. Ïðîòå äëÿ íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà 1 îáåðíåíèé äî íüîãî â ãðóïi R åëåìåíò �1 íå íàëåæèòü
N, à òîìó N íå ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè R.

Ç õàðàêòåðèçàöiéíî¨ òåîðåìè 1.2 âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 1.5 (Êðèòåðié ïiäãðóïè).

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè aH � H � Ha äëÿ êîæíîãî a P H.

Òâåðäæåííÿ 1.6.

Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ñiì'¨ ïiäãðóï ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � �iPI Hi, äå Hi � ïiäãðóïà ãðóïè G äëÿ êîæíî-
ãî i P I, I � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iíäåêñiâ. ßêùî a, b P K, òî a, b P Hi
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äëÿ êîæíîãî i P I. Îñêiëüêè Hi � ïiäãðóïè, òî ab, a�1 P Hi äëÿ êîæíî-
ãî i P I, çâiäêè ab, a�1 P K. Òàêèì ÷èíîì, K � ïiäãðóïà ãðóïè G çà
òâåðäæåííÿì 1.4. �

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè G. Ïåðåòèí âñiõ ïiäãðóï ãðóïè G,
ÿêi ìiñòÿòü ïiäìíîæèíó A, íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ ìíîæèíîþ

A, i ïîçíà÷à¹òüñÿ xAy. Òàêèì ÷èíîì,

xAy �
£

A�H G
H.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A�1 ìíîæèíó âñiõ îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ äî åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè A, òîáòî A�1 � ta�1 | a P Au.

Òâåðäæåííÿ 1.7.

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè G. Òîäi ïiäãðóïà xAy, ïîðî-
äæåíà ìíîæèíîþ A, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ åëåìåí-
òiâ ç A i îáåðíåíèõ äî íèõ åëåìåíòiâ, òîáòî

xAy � ta1 � . . . � an | ai P AY A�1, n P Nu.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

K � ta1 � . . . � an | ai P AY A�1, n P Nu
i a, b P K. Òîäi

a � a1 � . . . � an, b � b1 � . . . � bk, ai, bi P AY A�1, n, k P N.
Òîìó ab � a1 � . . . � anb1 � . . . � bk òàêîæ ¹ ñêií÷åííèì äîáóòêîì åëåìåíòiâ
ìíîæèíè AY A�1. Êðiì òîãî,

a�1 � pa1 � . . . � anq�1 � a�1
n � . . . � a�1

1 P K,
áî a�1

i P AYA�1. Òàêèì ÷èíîì, K ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G i K � A, à îòæå,
K � xAy.

ßêùî H � äîâiëüíà ïiäãðóïà i H � A, òî H � A�1, à òîìó H � K çà
òâåðäæåííÿì 1.4, çâiäêè

xAy �
£

A�H G
H � K.

Òàêèì ÷èíîì, K � xAy. �

ßêùî xAy � G, òî ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ òâiðíèõ ãðóïè G,
à ¨¨ åëåìåíòè � òâiðíèìè åëåìåíòàìè. Ðiâíiñòü a1 . . . an � e, äå ai P AYA�1,
íàçèâàòèìåìî ñïiââiäíîøåííÿì, ùî çâ'ÿçó¹ â ãðóïi G åëåìåíòè ìíîæèíè A.
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ßêùî M � òàêà ìíîæèíà ñïiââiäíîøåíü, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò ãðóïè G ìî-
æíà îòðèìàòè ç åëåìåíòiâ òâiðíî¨ ìíîæèíè A, âèêîðèñòîâóþ÷è òiëüêè ñïiâ-
âiäíîøåííÿ ìíîæèíè M , òî ìíîæèíó M íàçèâàòèìåìî ìíîæèíîþ âèçíà-

÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ãðóïè G. Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî êàçàòè, ùî ãðóïà

G ¹ çàäàíîþ çà äîïîìîãîþ ìíîæèíè òâiðíèõ A i ìíîæèíè âèçíà÷àëüíèõ

ñïiââiäíîøåíü M , òà çàïèñóâàòè G � xA | My. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó çàìiñòü
ìíîæèí A i M ÷àñòî ïèøóòü ¨õ åëåìåíòè. Ìíîæèíà òâiðíèõ A ãðóïè G íà-
çèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî a P A ìíîæèíà Aztau âæå íå ¹
ìíîæèíîþ òâiðíèõ ãðóïè G.

Ãðóïà, ÿêà íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü, íàçèâà¹-
òüñÿ âiëüíîþ.

Ïðèêëàä 1.11. Íåõàé ãðóïà G ¹ çàäàíîþ çà äîïîìîãîþ ìíîæèíè òâiðíèõ
i ìíîæèíè âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü:

G � xa, b | a2025 � b2 � e, ab � ba2y.
Ñïåðøó çíàéäåìî âñi åëåìåíòè äàíî¨ ãðóïè. Âèêîðèñòàâøè âèçíà-

÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî:

a � ae � ab2 � pabqb � pba2qb � pbaqpabq �
� pbaqpba2q � bpabqa2 � bpba2qa2 � b2a4 � a4,

çâiäêè a3 � e.
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî e, a, a2, b, ab, a2b � ïîïàðíî ðiçíi åëåìåíòè

ãðóïè G. Êðiì òîãî,

a2b � apabq � apba2q � pabqa2 � pba2qa2 � ba4 � ba.

Êîðèñòóþ÷èñü îòðèìàíèìè ðiâíîñòÿìè, ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ Êåëi:

� e a a2 b ab a2b

e e a a2 b ab a2b

a a a2 e ab a2b b

a2 a2 e a a2b b ab

b b a2b ab e a2 a

ab ab b a2b a e a2

a2b a2b ab b a2 a e

Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G ¹ íåàáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 6.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 12�16, 19�30], [9, ñ. 66�79], [13, ñ. 11�17], [14,

ñ. 1�8], [15, ñ. 35�53].
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Âïðàâè äî ëåêöi¨ 1.

1.1. Ïîêàçàòè, ùî ïàðà pN, �q, äå a � b � b, ¹ íàïiâãðóïîþ. ×è ¹ âîíà ìîíî-
¨äîì? Ñêiëüêè ëiâèõ i ïðàâèõ îäèíèöü ìiñòèòü äàíà íàïiâãðóïà?

1.2. Çíàéòè âñi îáîðîòíi åëåìåíòè ìîíî¨äà pZ, �q.
1.3. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi äiëÿòüñÿ íà 3, ç îïåðàöi¹þ
äîäàâàíÿ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.

1.4. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó, ìîíî¨ä, êâàçiãðóïó àáî ãðóïó ïàðà
pQ, �q, äå

à) a � b � a� b� 5;
á) a � b � ab

4
;

â) a � b � a� b;
ã) a � b � a�b

2
.

1.5. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè
óòâîðþþòü ãðóïó:

à) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü âiäíîñíî äîäàâàííÿ;
á) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü âiäíîñíî ìíîæåííÿ;
â) ìíîæèíà ìàòðèöü iç ôiêñîâàíèì âèçíà÷íèêîì d âiäíîñíî ìíîæåííÿ;
ã) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî äîäàâàííÿ;
ä) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî ìíîæåííÿ;
å) ìíîæèíà âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî ìíîæåííÿ.

1.6. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Qzt1u ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ a � b � ab� a� b� 2
óòâîðþ¹ ãðóïó.

1.7. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ãðóïîþ äiéñíèé iíòåðâàë p�2,�8q ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ
�, ÿêùî

a � b � ab� 2pa� b� 1q.
1.8. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà p0, 1qY p1,�8q ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ � ¹ ãðóïîþ,
ÿêùî a � b � aln b. ×è ¹ öÿ ãðóïà àáåëåâîþ?

1.9. Äîâåñòè, ùî ïàðà pZ, �q, äå m � n � p�1qnm� n, ¹ ãðóïîþ.

1.10. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà G � r0, 1q iç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ �, äå a � b
äîðiâíþ¹ äðîáîâié ÷àñòèíi ÷èñëà a� b, óòâîðþ¹ ãðóïó.

1.11. Äîâåñòè, ùî ïàðà pRzt0u�Z, �q, äå pa,mq�pb, nq � pab,m�nq, ¹ ãðóïîþ.
1.12. Íà ìíîæèíi R2 çàäàíî îïåðàöiþ

pa, bq � pc, dq � pac� 2bd, ad� bcq.
Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìíîæèíà R2ztp0, 0qu ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ �.
1.13. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó, ìîíî¨ä, êâàçiãðóïó àáî ãðóïó ìíî-
æèíà PpXq âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ç îïåðàöi¹þ �, ÿêùî
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à) A �B � AXB; á) A �B � AzB; â) A �B � A M B.

1.14. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó�
a 0

�b a

�
,

äå a i b � äîâiëüíi íåíóëüîâi äiéñíi ÷èñëà, ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

1.15. ×è óòâîðþ¹ ãðóïó ìíîæèíà íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëåì,
ÿêèé íå ïåðåâèùó¹ ôiêñîâàíîãî ÷èñëà r ¡ 0, âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ?

1.16. Íàâåñòè ïðèêëàä íåàáåëåâî¨ ãðóïè, âñi âëàñíi ïiäãðóïè ÿêî¨ ¹ àáåëå-
âèìè.

1.17. Íåõàé âñi åëåìåíòè ãðóïè G ¹ iäåìïîòåíòàìè. Äîâåñòè, ùî |G| � 1.

1.18. Íåõàé H i K � ïiäãðóïè ãðóïè G. ×è çàâæäè HYK ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè
G?

1.19. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ãðóïà ìiñòèòü ¹äèíèé iäåìïîòåíò.

1.20. Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ
¨¨ åëåìåíòiâ a i b ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü pabq2 � a2b2.

1.21. Íåõàé pG, �q � ãðóïà. Äîâåñòè, ùî G ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ �, äå
a � b � b � a.
1.22. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ ãðóïó ìíîæèíà M � te, a, b, c, du ç îïåðàöi¹þ �,
çàäàíîþ íàñòóïíîþ òàáëèöåþ Êåëi:

� e a b c d

e e a b c d

a a b d e c

b b c a d e

c c d e a b

d d e c b a

1.23. Íà ìíîæèíiM � t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u âèçíà÷åíî áiíàðíó îïåðàöiþ �, äëÿ
ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

à) m � n ¤ m� n äëÿ êîæíèõ m,n PM ;
á) m �m � 0 äëÿ êîæíîãî m PM .

Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi ãðóïè pM, �q.
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1.24. Äëÿ ìíîæèíè Z ç îïåðàöi¹þ m � n � tm
2
u � tn

2
u ïîêàçàòè, ùî ìàþòü

ìiñöå ðiâíîñòi a �Z � Z � Z � a äëÿ êîæíîãî a P Z, àëå àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà
pZ, �q íå ¹ êâàçiãðóïîþ. Íàãàäà¹ìî, ùî txu � maxtn P Z : n ¤ xu äëÿ x P R.

1.25. Íåõàé Q � ñêií÷åííà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ �.
Äîâåñòè, ùî pQ, �q ¹ êâàçiãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè Q � a � Q � a �Q äëÿ
êîæíîãî a P Q.
1.26. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè pRzt0u, �q íàñòóïíi ïiäìíîæèíè:

à) Qzt0u;
á) Zzt0u;

â) t�1, 1u;
ã) t�1, 1,�2, 2u;

ä) Rzp�8, 0s;
å) RzQ.

1.27. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ïiäìíîæèíè ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè pCzt0u, �q:
à) t1,�1u;
á) t1,�1, i,�iu;

â) Cn � tz P C : zn � 1u;
ã) T � tz P C : |z| � 1u.

1.28. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî k P Z ïiäìíîæèíè kZ i t0, 2k � 1u ¹ ïiäãðó-
ïàìè ãðóïè pZ, �q, äå m � n � p�1qnm� n.

1.29. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà H � Z ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè pZ,�q òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè a� b P H äëÿ êîæíèõ a, b P H.

1.30. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî g�1Hg ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè
G äëÿ êîæíîãî g P G.
1.31. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà H âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi ÷àñòêè äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë, ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè pQzt0u, �q.
1.32. Ïîêàçàòè, ùî ïiäìíîæèíè t0, 2u i p1,�8q ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè Rzt1u ç
áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ a � b � ab� a� b� 2.

1.33. Íåõàé a i b � âçà¹ìíî îáåðíåíi åëåìåíòè ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî äëÿ
êîæíîãî n P Z åëåìåíòè an i bn òàêîæ ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè â ãðóïi G.

1.34. Íàâåñòè ïðèêëàä ñêií÷åííî¨ íåàáåëåâî¨ ãðóïè G, ÿêà ìiñòèòü òàêó ïiä-
ãðóïó H0 � teu, ùî H0 � H äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè H � teu ãðóïè G.
1.35. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi ãðóïè G, çàäàíî¨ çà äîïîìîãîþ ìíîæèíè
òâiðíèõ i ìíîæèíè âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü:

G � xa, b | a5 � b2 � e, ab � ba2y.
1.36. Çíàéòè ïiäãðóïó xAy ãðóïè Q8, ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ A � t�1, iu.
Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà êâàòåðíiîíiâ çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Q8 � xi, j | i2 � j2, ji � ij3y.
1.37. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë ¹ ìíîæèíîþ òâiðíèõ ãðóïè äî-
äàòíiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ.
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1.38. Äîâåñòè, ùî ãðóïà íå ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äâîõ
ñâî¨õ âëàñíèõ ïiäãðóï.

Ëåêöiÿ 2. Ñèìåòðè÷íà ãðóïà òà ¨¨ ïiäãðóïè

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ s : X Ñ X íàçèâà-
¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ ìíîæèíè X. ×åðåç SX ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ïiäñòà-
íîâîê ìíîæèíè X. Âèçíà÷èìî êîìïîçèöiþ s�t ïiäñòàíîâîê s i t ÿê ïîñëiäîâíó
äiþ âiäîáðàæåíü t i s, òîáòî íàñòóïíèì ÷èíîì:

s � tpxq � sptpxqq äëÿ êîæíîãî x P X.

Òåîðåìà 2.1.

Ìíîæèíà SX ç îïåðàöi¹þ � óòâîðþ¹ ãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé s, t P SX . Ïîêàæåìî, ùî s � t òàêîæ ¹ ïiäñòàíîâêîþ
ìíîæèíè X. ßêùî s � tpx1q � s � tpx2q, òî çà îçíà÷åííÿì êîìïîçèöi¨
sptpx1qq � sptpx2qq. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ s : X Ñ X ¹ ií'¹êòèâíèì,
òî ç ðiâíîñòi sptpx1qq � sptpx2qq âèïëèâà¹, ùî tpx1q � tpx2q. À òîäi ç
ií'¹êòèâíîñòi t : X Ñ X ìà¹ìî, ùî x1 � x2. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ
s�t ¹ ií'¹êòèâíèì. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ s : X Ñ X ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî
äëÿ êîæíîãî z P X iñíó¹ y P X, ùî spyq � z. Ç ñþð'¹êòèâíîñòi t : X Ñ X
âèïëèâà¹, ùî y � tpxq äëÿ äåÿêîãî x P X. Òîäi s � tpxq � sptpxqq � spyq �
z, i âiäîáðàæåííÿ s � t ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Òàêèì ÷èíîì, s � t P SX , òîáòî
êîìïîçèöiÿ � ¹ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ, çàäàíîþ íà ìíîæèíi SX .

Îñêiëüêè

s � pt � rqpxq � sppt � rqpxqq � sptprpxqqq � s � tprpxqq � ps � tq � rpxq
äëÿ áóäü-ÿêèõ s, t, r P SX i áóäü-ÿêîãî x P X, òî SX ¹ íàïiâãðóïîþ.

Ðîçãëÿíåìî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idX : X Ñ X, idXpxq � x äëÿ êî-
æíîãî x P X. Î÷åâèäíî, ùî äàíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ïiäñòàíîâêîþ ìíîæèíè
X. Äëÿ êîæíîãî s : X Ñ X ìà¹ìî, ùî idX � spxq � idXpspxqq � spxq äëÿ
êîæíîãî x P X. À òîìó ïiäñòàíîâêà idX ¹ ëiâîþ îäèíèöåþ íàïiâãðóïè
SX .

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ s : X Ñ X ¹ ái¹êöi¹þ, òî äëÿ êîæíîãî y P X
iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò x P X, ùî y � spxq. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
s�1 : X Ñ X, ïîêëàâøè s�1pyq � x. Çà ïîáóäîâîþ äàíå âiäîáðàæåííÿ ¹
ïiäñòàíîâêîþ i

s�1 � spxq � s�1pspxqq � s�1pyq � x � idXpxq äëÿ êîæíîãî x P X,
à òîìó s�1 �s � idX , òîáòî s�1 ¹ ëiâèì îáåðíåíèì åëåìåíòîì äî åëåìåíòà
s P SX . �
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Ãðóïó SX âñiõ ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè X íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ
íà ìíîæèíi X.

ßêùî X � ñêií÷åííà ìíîæèíà ïîòóæíîñòi n, òî áóäåìî âæèâàòè ïîçíà-
÷åííÿ Sn çàìiñòü SX . Êðiì òîãî, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè,
ùî X � t1, 2, . . . , nu. Ó öüîìó âèïàäêó êîæíié ïiäñòàíîâöi s ìîæíà âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöþ

s �
�

1 2 . . . n

sp1q sp2q . . . spnq

�

Êiëüêiñòü òàêèõ ìàòðèöü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïåðåñòàíîâîê åëåìåíòiâ äðóãîãî
ðÿäêà � n!. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà Sn ìà¹ ïîðÿäîê n!.

Ïîçíà÷åííÿ, ÿêi ìè âæèâàëè äî öüîãî ÷àñó äëÿ ïiäñòàíîâîê, ¹ äîñèòü ãðî-
ìiçäêèìè. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïiäñòàíîâîê ââåäåìî ïîíÿòòÿ öèêëó.

Ïiäñòàíîâêà s : X Ñ X íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì äîâæèíè k, ÿêùî iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè a1, a2, . . . , ak P X, ùî

spa1q � a2, spa2q � a3, . . . , spak�1q � ak, spakq � a1,

i spxq � x äëÿ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ x P X. Äëÿ öèêëó âæèâàòèìåìî ïîçíà÷å-
ííÿ pa1a2 . . . akq.

Ïðèêëàä 2.1. Ïiäñòàíîâêà

s �
�

1 2 3 4 5 6

6 3 5 1 4 2

�
� p162354q

¹ öèêëîì äîâæèíè 6, à ïiäñòàíîâêà

t �
�

1 2 3 4 5 6

1 4 2 3 5 6

�
� p243q

� öèêë äîâæèíè 3.

Öèêëè ¹ �áóäiâåëüíèìè áëîêàìè� äëÿ ïiäñòàíîâîê. Çðîçóìiëî, ùî êîæíà
ñêií÷åííà ïiäñòàíîâêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi öèêëiâ. Öèêëè äîâ-
æèíè 1 â çàïèñi ïiäñòàíîâêè îïóñêàòèìåìî. Òîòîæíó ïiäñòàíîâêó idX ïîçíà-
÷àòèìåìî ÷åðåç p1q.

Ïðèêëàä 2.2. Ïiäñòàíîâêà

s �
�

1 2 3 4 5 6

2 4 1 3 6 5

�
� p1243qp56q

ñêëàäà¹òüñÿ ç öèêëà äîâæèíè 2 i öèêëà äîâæèíè 4.
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Ïðèêëàä 2.3. Çíàéäåìî äîáóòîê öèêëiâ s � p1352q i t � p256q. Îñêiëüêè
äëÿ ïiäñòàíîâêè s:

1
sÞÝÑ 3, 3

sÞÝÑ 5, 5
sÞÝÑ 2, 2

sÞÝÑ 1, 4
sÞÝÑ 4, 6

sÞÝÑ 6,

à äëÿ ïiäñòàíîâêè t:

2
tÞÝÑ 5, 5

tÞÝÑ 6, 6
tÞÝÑ 2, 1

tÞÝÑ 1, 3
tÞÝÑ 3, 4

tÞÝÑ 4,

òî âðàõîâóþ÷è, ùî â äîáóòêó s � t ñïî÷àòêó äi¹ t, à ïîòiì s, äëÿ ïiäñòà-
íîâêè s � t ìà¹ìî:
1

tÞÝÑ 1
sÞÝÑ 3, 3

tÞÝÑ 3
sÞÝÑ 5, 5

tÞÝÑ 6
sÞÝÑ 6, 6

tÞÝÑ 2
sÞÝÑ 1, 2

tÞÝÑ 5
sÞÝÑ 2, 4

tÞÝÑ 4
sÞÝÑ 4,

à îòæå,
s � t � p1356q. ßêùî r � p1634q, òî s � r � p1652qp34q.

Öèêë äîâæèíè 2 íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîçèöi¹þ. Îñêiëüêè

pa1a2 . . . anq � pa1anqpa1an�1q . . . pa1a3qpa1a2q,
òî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.1.

Êîæíó ïiäñòàíîâêó ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè, ùî ìiñòèòü ïðèíàéìíi 2
åëåìåíòè, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó òðàíñïîçèöié.

Òâåðäæåííÿ 2.2.

ßêùî îäèíèöÿ idX çàïèñàíà ó âèãëÿäi äîáóòêó r òðàíñïîçèöié:

idX � s1s2 . . . sr,

òî r ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Òðàíñïî-
çèöiÿ íå ìîæå áóòè îäèíèöåþ p1q, à òîìó r ¡ 1. ßêùî r � 2, òî òâåðäæå-
ííÿ âiðíå. Íåõàé r ¡ 2. Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ äîáóòêó sr�1sr îñòàííiõ
äâîõ òðàíñïîçèöié âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç ðiâíîñòåé:

1) pabqpabq � idX
2) pbcqpabq � pacqpbcq
3) pcdqpabq � pabqpcdq
4) pacqpabq � pabqpbcq,

äå a, b, c i d ðiçíi åëåìåíòè ìíîæèíè X.
Â ïåðøîìó âèïàäêó äîáóòîê äâîõ îñòàííiõ òðàíñïîçèöié ¹ îäèíèöåþ

ãðóïè, à òîìó idX � s1s2 . . . sr�2. Çà ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
÷èñëî r � 2 ¹ ïàðíèì, à òîìó r òàêîæ ¹ ïàðíèì.
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Ó êîæíîìó ç íàñòóïíèõ âèïàäêiâ ìîæíà çàìiíèòè sr�1sr íà ïðàâó
÷àñòèíó âiäïîâiäíî¨ ðiâíîñòi, ùîá îòðèìàòè íîâèé äîáóòîê r òðàíñïîçè-
öié. Â íîâîìó äîáóòêó îñòàíí¹ âõîäæåííÿ åëåìåíòà a ìiñòèòüñÿ â ïåðåä-
îñòàííié òðàíñïîçèöi¨. Ïðîäîâæèìî äàíèé ïðîöåñ äëÿ sr�2sr�1. Àíàëî-
ãi÷íî îòðèìà¹ìî àáî äîáóòîê r � 2 òðàíñïîçèöié, àáî íîâèé äîáóòîê r
òðàíñïîçèöié, â ÿêîìó îñòàíí¹ âõîäæåííÿ åëåìåíòà a ìiñòèòüñÿ â r � 2
òðàíñïîçèöi¨. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî, ùî àáî îñòàíí¹ âõî-
äæåííÿ åëåìåíòà a ¹ â ïåðøié òðàíñïîçèöi¨, àáî â äîáóòêó r òðàíñïîçèöié
¹ äâi ïîñëiäîâíi îäíàêîâi òðàíñïîçèöi¨, ÿêi â äîáóòêó äàþòü idX . Â ïåð-
øîìó âèïàäêó ó äîáóòêó âñiõ òðàíñïîçèöié åëåìåíò a íå ïåðåõîäèòü â a,
à òîìó äîáóòîê òðàíñïîçèöié íå ìîæå äîðiâíþâàòè îäèíèöi idX . Îòæå,
çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè äðóãèé âèïàäîê. Àëå òîäi, âèêèíóâøè äâi ïîñëiäîâíi
îäíàêîâi òðàíñïîçèöi¨ i âèêîðèñòàâøè ïðèïóùåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-
êöi¨, îòðèìà¹ìî, ùî r � 2, à îòæå, i r � ïàðíi ÷èñëà. �

Òåîðåìà 2.2.

ßêùî ïiäñòàíîâêà s çàïèñàíà ó âèãëÿäi äîáóòêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñ-
ïîçèöié, òî äîâiëüíå iíøå ïîäàííÿ s ó âèãëÿäi äîáóòêó òðàíñïîçèöié
òàêîæ ìiñòèòü ïàðíó êiëüêiñòü òðàíñïîçèöié. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïiä-
ñòàíîâêà s çàïèñàíà ó âèãëÿäi äîáóòêó íåïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçè-
öié, òî äîâiëüíå iíøå ïîäàííÿ s ó âèãëÿäi äîáóòêó òðàíñïîçèöié òà-
êîæ ìiñòèòü íåïàðíó êiëüêiñòü òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
s � t1 . . . tm � r1 . . . rk,

äå m ¹ ïàðíèì ÷èñëîì. Îñêiëüêè

s�1 � pt1 . . . tmq�1 � t�1
m . . . t�1

1 � tm . . . t1, òî

idX � stm . . . t1 � r1 . . . rktm . . . t1,

à òîìó k òàêîæ ¹ ïàðíèì çà òâåðäæåííÿì 2.2.
Âèïàäîê, êîëè ïiäñòàíîâêà s çàïèñàíà ó âèãëÿäi äîáóòêó íåïàðíî¨

êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié, äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. �

Ç òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹ êîðåêòíiñòü íàñòóïíèõ îçíà÷åíü.

Ïiäñòàíîâêà s íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, ÿêùî âîíà ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âè-

ãëÿäi äîáóòêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié.

Ïiäñòàíîâêà s íàçèâà¹òüñÿ íåïàðíîþ, ÿêùî s ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

äîáóòêó íåïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié.
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Ïðèêëàä 2.4. Òîòîæíà ïiäñòàíîâêà p1q ¹ ïàðíîþ, áî âîíà çàäà¹òüñÿ
äîáóòêîì, â ÿêîìó íåìà¹ òðàíñïîçèöié (0 òðàíñïîçèöié). Ïiäñòàíîâêà
p12345q � p15qp14qp13qp12q ¹ ïàðíîþ, à ïiäñòàíîâêà p1234q � p14qp13qp12q
� íåïàðíà.

×åðåç An ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ñêií÷åííî¨ ìíîæè-
íè X ïîòóæíîñòi |X| � n.

Òâåðäæåííÿ 2.3.

Ïiäìíîæèíà An ¹ ïiäãðóïîþ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn.

Äîâåäåííÿ. ßêùî îáèäâi ïiäñòàíîâêè s, t P An çàïèñàíi ó âèãëÿäi äî-
áóòêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié, òî s � t òàêîæ ¹ äîáóòêîì ïàðíî¨
êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié, à òîìó s � t P An. ßêùî s � t1 . . . tm P An, òî m
� ïàðíå, à òîìó

s�1 � pt1 . . . tmq�1 � t�1
m . . . t�1

1 � tm . . . t1 P An.
�

Ãðóïà An íàçèâà¹òüñÿ çíàêîçìiííîþ ãðóïîþ íà ìíîæèíi X.

Ïðèêëàä 2.5. Çíàéäåìî âñi åëåìåíòè çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A4. Îñêiëüêè
êîæåí öèêë pa1a2a3q ¹ äîáóòêîì äâîõ òðàíñïîçèöié pa1a2a3q � pa1a3qpa1a2q,
òîA4 ìiñòèòü âñi öèêëè äîâæèíè 3, à òàêîæ ïiäñòàíîâêè âèäó pa1a2qpa3a4q.
Âñi öèêëè pa1a2q äîâæèíè 2 i pa1a2a3a4q � pa1a4qpa1a3qpa1a2q äîâæèíè 4
¹ äîáóòêàìè íåïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié, à òîìó ãðóïi A4 íå íàëå-
æàòü. Òàêèì ÷èíîì,

A4 � tp1q, p123q, p132q, p124q, p142q, p134q, p143q, p234q, p243q, p12qp34q,
p13qp24q, p14qp23qu.

Çíàêîçìiííà ãðóïà A4 ìiñòèòü 12 åëåìåíòiâ. Öå íå âèïàäêîâî.

Òâåðäæåííÿ 2.4.

Êiëüêiñòü ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ãðóïè Sn, äå n ¥ 2, äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
íåïàðíèõ ïiäñòàíîâîê. Òîìó ïîðÿäîê ãðóïè An äîðiâíþ¹

n!
2
.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bn ìíîæèíó íåïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ãðó-
ïè Sn. Íåõàé s � äîâiëüíà òðàíñïîçèöiÿ.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

ψ : An Ñ Bn, ψptq � s � t.
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Íåõàé ψpt1q � ψpt2q. Òîäi s � t1 � s � t2, à îòæå, t1 � s�1 � s � t2 � t2, i
âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ ií'¹êòèâíèì.

ßêùî t P Bn, òî s�1 � t � st P An i ψps�1 � tq � s � s�1 � t � t, à îòæå,
âiäîáðàæåííÿ ψ � ñþð'¹êòèâíå.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ ái¹êöi¹þ. �

Âèâ÷èìî áóäîâó äåÿêèõ ïiäãðóï ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè, ÿêi ÷àñòî çóñòði÷àþ-
òüñÿ â ãåîìåòði¨.

Ðîçãëÿíåìî ãðóïó IsompR2q � SR2 ðóõiâ (ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü, ùî çáå-
ðiãàþòü âiäñòàíi) åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè R2. ßêùî F � äîâiëüíà ôiãóðà íà ïëî-
ùèíi, òî ìíîæèíà òèõ ðóõiâ s, ÿêi çàëèøàþòü íåðóõîìîþ ôiãóðó F , òîáòî
spF q � F , ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè IsompR2q. Äàíà ïiäãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ
ñèìåòðié ôiãóðè F .

Íåõàé F � ïðàâèëüíèé n-êóòíèê. Òîäi êîæåí ðóõ, ÿêèé çàëèøà¹ íåðóõî-
ìèì äàíèé ìíîãîêóòíèê, iíäóêó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ íà ìíîæèíi âåðøèí
ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, i ìíîæèíà Dn òàêèõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü âåðøèí
¹ ïiäãðóïîþ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn.

Çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n:

4

3

2

1

n

n� 1

Çàóâàæèìî, ùî ¹ n ìîæëèâîñòåé äëÿ çàìiíè âåðøèíè ç íîìåðîì 1. ßêùî
âåðøèíó 1 çàìiíåíî íà âåðøèíó k, òî âåðøèíó 2 ìîæíà çàìiíèòè àáî âåðøè-
íîþ k � 1, àáî k � 1. Äàëi çàìiíà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì ÷èíîì, ¹
2n ðiçíèõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà,
ïðè ÿêèõ n-êóòíèê �íàêëàäà¹òüñÿ� íà ñåáå.

Ãðóïà Dn íàçèâà¹òüñÿ äiåäðàëüíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 2n.

Òåîðåìà 2.3.

Äiåäðàëüíà ãðóïà Dn, n ¥ 3, ïîðÿäêó 2n, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äîáóòêiâ
äâîõ åëåìåíòiâ r i s, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi rn � e, s2 �
e, srs � r�1, òîáòî

Dn � xr, s | rn � e, s2 � e, srs � r�1y.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çàëèøà¹
íåðóõîìèìè âñi âåðøèíè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà. Î÷åâèäíî, ùî e � îäè-
íèöÿ ãðóïè Dn. Åëåìåíòàìè ãðóïè Dn ¹ ïîâîðîòè i ñèìåòði¨.
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Âñüîãî ¹ n ðiçíèõ ïîâîðîòiâ:

e,
360�

n
, 2 � 360�

n
, . . . , pn� 1q � 360�

n
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r ïîâîðîò íà êóò 360�

n
. Ïîâîðîò r ïîðîäæó¹ âñi iíøi

ïîâîðîòè, à ñàìå rk � k � 360�

n
. Ïîçíà÷èìî n ñèìåòðié ÷åðåç s1, s2, . . . , sn,

äå sk � ñèìåòðiÿ, ÿêà çàëèøà¹ íåðóõîìîþ âåðøèíó ç íîìåðîì k. Âñüîãî ¹
äâà òèïè ñèìåòðié, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðíîñòi ÷èñëà n. ßêùî n ïàðíå, òî
ïðè ñèìåòði¨ äâi âåðøèíè çàëèøàþòüñÿ íåðóõîìèìè, ÿêùî æ n íåïàðíå,
òî � îäíà.

1

6

5

4

3

2

1

2

3

4

5

6

1

5

4 3

2

1

2

3 4

5



Ëåêöiÿ 2. ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÀ ÃÐÓÏÀ ÒÀ �� ÏIÄÃÐÓÏÈ 25

Â îáîõ âèïàäêàõ ïîðÿäîê åëåìåíòà sk äîðiâíþ¹ 2. Ïîêëàäåìî s � s1.
Òîäi s2 � e i rn � e. ßêùî ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ t ìíîãîêóòíèêà íà
ñåáå çàìiíþ¹ âåðøèíó 1 âåðøèíîþ k, òî âåðøèíó 2 âîíî ìîæå çàìiíèòè
àáî âåðøèíîþ k � 1, àáî k � 1. ßêùî âåðøèíó 2 çàìiíåíî âåðøèíîþ
k � 1, òî t � rk�1; ÿêùî æ � âåðøèíîþ k � 1, òî t � rk�1s. Òàêèì
÷èíîì, åëåìåíòè r i s ïîðîäæóþòü ãðóïó Dn, òîáòî Dn ñêëàäà¹òüñÿ ç
óñiõ ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ åëåìåíòiâ r i s. Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî srs �
r�1. �

Ïðèêëàä 2.6. Ãðóïà D4 ñèìåòðié êâàäðàòà ìiñòèòü 8 åëåìåíòiâ. Çàíóìå-
ðó¹ìî âåðøèíè êâàäðàòà ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4:

21

4 3

Òîäi ïîâîðîòè çàäàþòüñÿ öèêëàìè:

r � p1432q, r2 � p13qp24q, r3 � p1234q, r4 � e,

à ñèìåòði¨: s1 � p24q, s2 � p13q.
Iíøi äâà åëåìåíòè ìàþòü âèãëÿä:

rs1 � p14qp23q, r3s2 � p12qp34q.

Ïðèêëàä 2.7. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó ñèìåòðié ðîìáà. Çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè
ðîìáà ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4:

1

2

3

4

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a ñèìåòðiþ, ÿêà çàëèøà¹ íåðóõîìèìè âåðøèíè 1
i 3, à ÷åðåç b � ñèìåòðiþ, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè âåðøèíè 2 i 4. Òîäi
a � p24q, b � p13q. Çâiäêè a2 � b2 � e i ab � ba � p13qp24q. Òàêèì ÷èíîì,
ãðóïà ñèìåòðié ðîìáà ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 4.

Íåõàé c � ab. Òîäi òàáëèöÿ Êåëi ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:
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� e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Ãðóïà ñèìåòðié ðîìáà íàçèâà¹òüñÿ 4-ãðóïîþ Êëåéíà i ïîçíà÷à¹òüñÿ V4.
Òàêèì ÷èíîì,

V4 � xa, b | a2 � b2 � e, ab � bay.
Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [9, ñ. 24�32, 84�88], [11, ñ. 27�30], [12, ñ. 23�33], [15,

ñ. 74�91].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 2.

2.1. ×è ¹ âiäîáðàæåííÿ f : R Ñ R, fpxq � x3 � 3x2 � 3x, ïiäñòàíîâêîþ íà
ìíîæèíi R?

2.2. Çàïèñàòè íàñòóïíi ïiäñòàíîâêè çà äîïîìîãîþ öèêëiâ:

à)

�
1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

�
; á)

�
1 2 3 4 5

2 4 3 5 1

�
; â)

�
1 2 3 4 5

5 3 2 1 4

�
.

2.3. Îá÷èñëèòè äîáóòêè öèêëiâ:

à) p1345qp234q;
â) p1254q100;
ä) p12qp23qp34qp45qp56q;

á) p1254qp13qp25q;
ã) p135q�3;
å) p12qp13qp15qp14qp13qp12q.

2.4. Ïîäàòè íàñòóïíi ïiäñòàíîâêè ó âèãëÿäi äîáóòêó òðàíñïîçèöié òà ç'ÿñóâàòè,
÷è ¹ âîíè ïàðíèìè.

à) p16345q;
â) p17254qp154632q;

á) p36qp1254q;
ã) p1234qp354qp123q.

2.5. Ïîáóäóâàòè òàáëèöi Êåëi äëÿ ãðóï S3 i D4. Çíàéòè âñi ¨õ ïiäãðóïè.

2.6. Íåõàé G � ãðóïà, a P G. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ âiäîáðàæåííÿ s : G Ñ G
åëåìåíòîì ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè SG:

à) spgq � g�1; á) spgq � aga�1; â) spgq � ag.

2.7. Ó ãðóïi S5 ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ p124q � x � p13q � p245q.
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2.8. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ái¹êöié f : RÑ R, fp0q � 0, fp2024q � 2024,
¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè SR.

2.9. Âèïèñàòè âñi åëåìåíòè íàñòóïíèõ ìíîæèí:

à) ts P S4 | sp1q � 3u;
â) ts P S4 | sp1q � 3 i sp2q � 2u.

á) ts P S4 | sp2q � 2u;

×è ¹ äàíi ìíîæèíè ïiäãðóïàìè ãðóïè S4?

2.10. Äîâåñòè, ùî êîæåí öèêë ïàðíî¨ (íåïàðíî¨) äîâæèíè ¹ íåïàðíîþ (ïàð-
íîþ) ïiäñòàíîâêîþ.

2.11. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí åëåìåíò ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi ñêií÷åííîãî äîáóòêó íàñòóïíèõ òðàíñïîçèöié:

à) p12q, p13q, . . . , p1nq; á) p12q, p23q, . . . , pn� 1, nq.
2.12. Çíàéòè âñi ñòåïåíi öèêëó p123456q P S6.

2.13. Íåõàé s � p143qp125q, t � p243q. Äîâåñòè, ùî ïiäñòàíîâêà pt�1 �s� tq2024
¹ öèêëîì äîâæèíè 5.

2.14. Äîâåñòè, ùî p12 . . . nq�1 � p1n . . . 32q.
2.15. Çíàéòè âñi åëåìåíòè çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A5.

2.16. Çíàéòè âñi ìiíiìàëüíi ìíîæèíè òâiðíèõ ãðóïè S3.

2.17. Çàäàòè ãðóïó S3 çà äîïîìîãîþ ìiíiìàëüíî¨ ìíîæèíè òâiðíèõ i ìíîæè-
íè âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü.

2.18. Ç'ÿñóâàòè, ïðè ÿêèõ n P N ãðóïè Sn, An i Dn ¹ àáåëåâèìè.

2.19. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âñiõ öèêëiâ äîâæèíè 3 ¹ ìíîæèíîþ òâiðíèõ
ãðóïè An.

2.20. Ñêiëüêè ðiçíèõ 2�åëåìåíòíèõ ìíîæèí òâiðíèõ ìà¹ ãðóïà A4?

2.21. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ ãðóïè ñèìåòðié ïðÿìîêóòíèêà.

2.22. Çíàéòè êiëüêiñòü òèõ ïiäñòàíîâîê iç ãðóïè S9, ÿêi êîìóòóþòü iç ïiä-
ñòàíîâêîþ s � p123456789q.
2.23. Ó ãðóïi S4 çíàéòè ïiäãðóïè H1 i H2, çàäàíi îäíîåëåìåíòíèìè ìíîæè-
íàìè òâiðíèõ tp1243qu i tp1342qu âiäïîâiäíî. ×è ¹ H1XH2 àáåëåâîþ ïiäãðóïîþ
ãðóïè S4?

2.24. Íåõàé ïiäñòàíîâêà ãðóïè Sn çàïèñàíà ó âèãëÿäi äîáóòêóm íåçàëåæíèõ
öèêëiâ, âêëþ÷àþ÷è öèêëè äîâæèíè 1. Ðiçíèöÿ n �m íàçèâà¹òüñÿ äåêðåìåí-
òîì ïiäñòàíîâêè. Äîâåñòè, ùî ïàðíiñòü ïiäñòàíîâêè ñïiâïàäà¹ ç ïàðíiñòþ ¨¨
äåêðåìåíòà.
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2.25. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Aff pRq âñiõ àôiííèõ âiäîáðàæåíü f : R Ñ R,
fpxq � ax� b, äå a, b P R, a � 0, ¹ ïiäãðóïîþ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè SR.

2.26. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà Aff �pRq âñiõ àôiííèõ âiäîáðàæåíü âèãëÿäó
fpxq � ax� b, äå a ¡ 0, ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè Aff pRq.
2.27. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ShiftpRq âñiõ çñóâiâ rbpxq � x � b ¹ ïiäãðóïîþ
ãðóïè Aff �pRq.
2.28. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ãîìîòåòié fpxq � ax, a � 0, ¹ ïiäãðóïîþ
ãðóïè Aff pRq.
2.29. Äîâåñòè, ùî âñi äðîáîâî-ëiíiéíi ôóíêöi¨ âèãëÿäó

fpxq � ax� b

cx� d
,

äå a, b, c, d P R, ad � bc, óòâîðþþòü ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ôóí-
êöié. ×è ¹ äàíà ãðóïà ïiäãðóïîþ ãðóïè SR?

2.30. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäãðóïà G   Sn, ÿêà ìiñòèòü íåïàðíó ïiäñòàíîâêó,
îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü ïiäãðóïó ïîðÿäêó |G|{2.
2.31. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè H ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn, àáî âñi
ïiäñòàíîâêè â H ¹ ïàðíèìè, àáî ðiâíî ïîëîâèíà ïiäñòàíîâîê ¹ ïàðíèìè.

Ëåêöiÿ 3. Ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè. Öèêëi-

÷íi ïiäãðóïè

Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò a ãðóïè G. Ïåðåòèí âñiõ ïiäãðóï ãðóïè G, ÿêi ìiñòÿòü
åëåìåíò a, íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì a, i
ïîçíà÷à¹òüñÿ xay. Òàêèì ÷èíîì,

xay �
£

aPH G
H.

Ç òâåðäæåííÿ 1.7 ó âèïàäêó A � tau âèïëèâà¹ íàñòóïíà
Òåîðåìà 3.1.

Öèêëi÷íà ïiäãðóïà xay, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì a, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
öiëèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà a, òîáòî xay � tam | m P Zu.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.3 äëÿ áóäü-ÿêèõ m,n P Z ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi
aman � am�n � an�m � anam, à òîìó ãðóïà xay ¹ àáåëåâîþ.

Äëÿ åëåìåíòà a P G ìîæëèâi íàñòóïíi äâà âèïàäêè.
1. Óñi ñòåïåíi åëåìåíòà a ¹ ðiçíèìè, òîáòî am � an äëÿ öiëèõ m � n. Ó

öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî åëåìåíò a ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê.
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2. Ñåðåä ñòåïåíiâ åëåìåíòà a ¹ ðiâíi, òîáòî am � an äëÿ äåÿêèõ ðiçíèõ
m,n P Z. Òîäi |m � n| P N i a|m�n| � e, òîáòî iñíóþòü íàòóðàëüíi ñòåïåíi
åëåìåíòà a, ÿêi äîðiâíþþòü îäèíèöi ãðóïè G. Íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n,
äëÿ ÿêîãî an � e, íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì åëåìåíòà a i ïîçíà÷à¹òüñÿ |a|.

Ïðèêëàä 3.1. Çíàéäåìî ïîðÿäêè åëåìåíòiâ

A �
�

0 1

�1 0

�
, B �

�
1 3

0 1

�

ãðóïè GLp2,Rq.
Îñêiëüêè A2 � �E, A3 �

�
0 �1

1 0

�
, A4 � E, òî |A| � 4.

ßêùî n P N, òî Bn �
�

1 3n

0 1

�
, à îòæå, B ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿ-

äîê.

Î÷åâèäíî, ùî â êîæíié ãðóïi îäèíèöÿ e ìà¹ ïîðÿäîê 1. Iíøèõ åëåìåíòiâ
ïîðÿäêó 1 â ãðóïi íåìà¹.

Ïðèêëàä 3.2. Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà G ïàðíîãî ïîðÿäêó ìiñòèòü åëåìåíò
ïîðÿäêó 2. Íåõàé |G| � n � ïàðíå ÷èñëî. ßêùî åëåìåíò a P G äîðiâíþ¹
ñâî¹ìó îáåðíåíîìó, òîáòî a � a�1, òî a2 � e. Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä åëå-
ìåíòiâ ãðóïè G íåìà¹ åëåìåíòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó. Òîäi ëèøå îäèíè÷íèé
åëåìåíò e ¹ îáåðíåíèì äî ñåáå. Îòæå, óñi iíøi n�1 åëåìåíòiâ ðîçáèâàþ-
òüñÿ íà ïàðè åëåìåíòiâ, îáåðíåíèõ îäèí äî îäíîãî. Àëå öå íåìîæëèâî,
îñêiëüêè ÷èñëî n� 1 ¹ íåïàðíèì.

Åëåìåíòè a i b ãðóïè G íàçèâàþòüñÿ ñïðÿæåíèìè â ãðóïi G, ÿêùî b �
g�1ag äëÿ äåÿêîãî g P G.

Ïðèêëàä 3.3. Ñïðÿæåíi åëåìåíòè ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê. Äiéñíî,

bn � pg�1agqpg�1agq . . . pg�1agq � g�1ang.

ßêùî bn � e, òî an � gbng�1 � gg�1 � e. ßêùî an � e, òî bn � g�1eg � e.
Òàêèì ÷èíîì, an � e òîäi i ëèøå òîäi, êîëè bn � e, à îòæå, ïîðÿäêè
åëåìåíòiâ a i b ðiâíi.

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè ìàþòü ñêií÷åí-
íèé ïîðÿäîê. Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ñêií÷åííà ãðóïà ¹ ïåðiîäè÷íîþ. Iñíóþòü
íåñêií÷åííi ïåðiîäè÷íi ãðóïè ÿê çàâãîäíî âåëèêèõ ïîðÿäêiâ.
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Ïðèêëàä 3.4. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X ãðóïà PpXq âñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X ç îïåðàöi¹þ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi ¹ ïåðiîäè÷íîþ. Äiéñíî,
îäèíèöåþ äàíî¨ ãðóïè ¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà H i A2 � A M A � H äëÿ
êîæíî¨ ìíîæèíè A P PpXq.

ßêùî ¹äèíèì åëåìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ¹ îäèíè÷íèé, òî ãðóïà G
íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ áåç êðó÷åíü.

Òåîðåìà 3.2.

Íåõàé åëåìåíò a P G ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê n. Òîäi ïîðÿäîê öèêëi÷íî¨
ïiäãðóïè xay äîðiâíþ¹ n i xay � te, a, a2, . . . , an�1u. Ïðè÷îìó am � e òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè m äiëèòüñÿ íà n.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.1 öèêëi÷íà ïiäãðóïà xay � tam | m P Zu
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ öiëèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà a. Äîâiëüíå öiëå ÷èñëî m
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

m � nq � r, 0 ¤ r   n.

Òîìó

am � anq�r � anqar � panqqar � ar, çâiäêè xay � te, a, a2, . . . , an�1u.
Ïðîòèëåæíå âêëþ÷åííÿ ¹ î÷åâèäíèì, à òîìó xay � te, a, a2, . . . , an�1u.

Ó öüîìó âèïàäêó ïiäãðóïà xay ìà¹ ïîðÿäîê n. Äiéñíî, ÿêáè ak � as ïðè
0 ¤ k   s   n, òî as�k � e i 1 ¤ s� k   n, ùî ñóïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi
n.

Îñêiëüêè am � ar, òî am � e òiëüêè ïðè r � 0, òîáòî êîëè m äiëèòüñÿ
íà n. �

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a P G, ùî
xay � G. ßêùî åëåìåíò a ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê, òî âñi åëåìåíòè ãðóïè G
¹ ïîïàðíî ðiçíèìè, i G � íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà:

G � t. . . , a�m, . . . , a�1, a0 � e, a, . . . , am, . . .u.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíà íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ¹ ãðóïîþ áåç êðó÷åíü i
êîæíà ¨¨ íåîäèíè÷íà ïiäãðóïà ¹ íåñêií÷åííîþ. Íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ¹
ïðèêëàäîì âiëüíî¨ ãðóïè ç îäíèì òâiðíèì åëåìåíòîì.
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Ïðèêëàä 3.5. Ó ãðóïi pZ,�q ïiäãðóïà xay, ïîðîäæåíà öiëèì ÷èñëîì a,
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êðàòíèõ ÷èñëà a, òîáòî xay � tma | m P Zu. Îñêiëü-
êè x1y � tm1 | m P Zu � Z, òî pZ,�q � íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà.
Î÷åâèäíî, ùî x�1y � Z i xay � Z äëÿ êîæíîãî öiëîãî a R t�1, 1u.

ßêùî åëåìåíò a ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê n, òî G � xay � te, a, a2, . . . , an�1u
çà òåîðåìîþ 3.2, òîáòî ãðóïà G ñêëàäà¹òüñÿ ç n åëåìåíòiâ. Ó öüîìó âèïàäêó
G � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n.

Ïðèêëàä 3.6. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ãðóïà pCzt0u, �q ìi-
ñòèòü n ðiçíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ íàñòóïíî¨ ôîðìóëè:

ξk � cos
2πk

n
� i sin

2πk

n
, k P t0, 1, . . . , n� 1u.

Îñêiëüêè

ξk � cos
2πk

n
� i sin

2πk

n
� pcos

2π

n
� i sin

2π

n
qk � ξk1 ,

òî ìíîæèíà Cn � tz P C | zn � 1u âñiõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi ¹
öèêëi÷íîþ ãðóïîþ xξ1y ïîðÿäêó n, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì ξ1.

Òåîðåìà 3.3.

Êîæíà ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè ¹ öèêëi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � äîâiëüíà ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè G � xay.
Òîäi e P H i ÿêùî iíøèõ åëåìåíòiâ ïiäãðóïà H íå ìiñòèòü, òî H � xey.

Íåõàé at P H, at � e. Òîäi a�t P H i ìîæíà îáðàòè â H åëåìåíò am ç
íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ïîêàçíèêîì m. ßêùî an � äîâiëüíèé åëåìåíò
ïiäãðóïè H, òî

n � mq � r, 0 ¤ r   m i

ar � an�mq � ana�mq � anppamqqq�1 P H.
Ç ìiíiìàëüíîñòi m âèïëèâà¹, ùî r � 0 i n äiëèòüñÿ íà m. Òàêèì

÷èíîì, H � xamy. Îñêiëüêè H � ïiäãðóïà, òî xamy � H, à îòæå, H �
xamy. �

Òâåðäæåííÿ 3.1.

ßêùî |a| � n, òî |am| � n
pn,mq .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � dn1, m � dm1, äå d � pn,mq. Òîäi pn1,m1q � 1.
ßêùî pamqt � e, òî amt � e, à òîìó mt � dm1t äiëèòüñÿ íà n � dn1

çà òåîðåìîþ 3.2. Îñêiëüêè pn1,m1q � 1, òî t äiëèòüñÿ íà n1. À òîäi ç
ðiâíîñòåé

pamqn1 � adm1n1 � anm1 � panqm1 � e

âèïëèâà¹, ùî |am| � n1 � n
d
� n

pn,mq . �

Íàñëiäîê 3.1.

Åëåìåíò ak ¹ òâiðíèì åëåìåíòîì öèêëi÷íî¨ ãðóïè xay ïîðÿäêó n òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè pn, kq � 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Åéëåðà ϕ : NÑ N ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíî-
ìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç
n i íå ïåðåâèùóþòü n. Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü òâiðíèõ åëåìåíòiâ öèêëi÷íî¨
ãðóïè ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹ ϕpnq.

Ïðèêëàä 3.7. Ïîðÿäîê åëåìåíòà ξ24 öèêëi÷íî¨ ãðóïè C60 äîðiâíþ¹

|ξ24| � |ξ241 | �
60

p60, 24q � 5.

Ïðèêëàä 3.8. Òâiðíèìè åëåìåíòàìè ãðóïè C8 ¹ ξ1, ξ
3
1 � ξ3, ξ

5
1 � ξ5 i

ξ71 � ξ7.

Òâåðäæåííÿ 3.2.

Ó ñêií÷åííié öèêëi÷íié ãðóïi ïîðÿäêó n äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî äiëü-
íèêà d ÷èñëà n iñíó¹ ¹äèíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó d.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � xay � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n, d
� íàòóðàëüíèé äiëüíèê ÷èñëà n. Çà òâåðäæåííÿì 3.1 åëåìåíò a

n
d ìà¹

ïîðÿäîê d, à òîìó öèêëi÷íà ïiäãðóïà xand y ìà¹ ïîðÿäîê d. Íåõàé M �
xamy � äîâiëüíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó d. Çà òåîðåìîþ 3.2 ç ðiâíîñòi amd � e
âèïëèâà¹, ùî md äiëèòüñÿ íà n, à òîìó m äiëèòüñÿ íà n

d
. Òîäi ìà¹ìî,

ùî am P xand y, à îòæå, xamy � xand y. Îñêiëüêè |xamy| � d � |xand y|, òî
xamy � xand y. �
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Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ τ : NÑ N ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó n êiëüêiñòü éîãî íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ. Òàêèì ÷èíîì, êiëü-
êiñòü ðiçíèõ ïiäãðóï öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹ τpnq.

Òâåðäæåííÿ 3.3.

Íåõàé åëåìåíòè a i b ãðóïè G êîìóòóþòü. ßêùî |a| � n, |b| � m i
pm,nq � 1, òî |ab| � nm.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t � |ab|. Òîäi pabqt � e. Îñêiëüêè åëåìåíòè a i b
êîìóòóþòü, òî pabqt � atbt, à îòæå, åëåìåíòè at i bt � âçà¹ìíî îáåðíåíi.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âçà¹ìíî îáåðíåíi åëåìåíòè ìàþòü îäíàêîâèé ïî-
ðÿäîê, à òîìó |at| � |bt|. Çà òâåðäæåííÿì 3.1 ïîðÿäêè åëåìåíòiâ at i bt

¹ äiëüíèêàìè n i m âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè pn,mq � 1, òî |at| � |bt| � 1,
çâiäêè at � bt � e. Òîäi t äiëèòüñÿ íà n i t äiëèòüñÿ íà m, à îòæå, t
äiëèòüñÿ íà nm. Ç ìiíiìàëüíîñòi t âèïëèâà¹, ùî t � nm. �

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 30�32, 35�36], [9, ñ. 79�81], [12, ñ. 54�61], [15,

ñ. 57�72], [16, ñ. 12�14].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 3.

3.1. Çíàéòè öèêëi÷íó ïiäãðóïó ãðóïè S5, ïîðîäæåíó åëåìåíòîì a, ÿêùî

à) a � p123q; á) a � p1324q; â) a � p123qp45q.

3.2. Çíàéòè ïîðÿäêè íàñòóïíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè pCzt0u, �q:

à) i; á)
?
2
2
� i

?
2
2
; â) i� 1.

3.3. Ñêiëüêè ðiçíèõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï ìiñòèòü ãðóïà A4?

3.4. Âiäîìî, ùî êîæíà âëàñíà ïiäãðóïà ãðóïèG ¹ öèêëi÷íîþ. ×è îáîâ'ÿçêîâî
ãðóïà G ¹ öèêëi÷íîþ?

3.5. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè öèêëi÷íî¨ ãðóïè C12.

3.6. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ n �m � n� p�1qnm öèêëi÷íîþ
ãðóïîþ.

3.7. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà îáðàòè òâiðíèé åëåìåíò ó öèêëi÷íié ãðóïi
ïîðÿäêó 120?

3.8. Ñêiëüêè ðiçíèõ ïiäãðóï ìiñòèòü öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 120?

3.9. Íåõàé G � ãðóïà, a, b, c P G. Äîâåñòè, ùî
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à) |a�1| � |a|;
â) |abc| � |bca| � |cab|.

á) |ab| � |ba|;

3.10. Íåõàé G � ãðóïà, a, b P G, |a| � 2, |b| � 5. Çíàéòè |aba|.
3.11. Äîâåñòè, ùî â ãðóïi Sn êîæåí öèêë äîâæèíè k ¤ n ìà¹ ïîðÿäîê k.

3.12. Çíàéòè ïîðÿäêè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè pZ, �q, äå m � n � p�1qnm � n.
Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó íå ¹ ïiäãðóïîþ
äàíî¨ ãðóïè.

3.13. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà TorpGq âñiõ åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
àáåëåâî¨ ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Ãðóïà TorpGq íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ
êðó÷åííÿ àáåëåâî¨ ãðóïè G.

3.14. Çíàéòè ïiäãðóïó êðó÷åííÿ ãðóïè r0, 1q iç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ �, äå a�b
äîðiâíþ¹ äðîáîâié ÷àñòèíi ÷èñëà a� b.

3.15. Çíàéòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 12 ãðóïè pCzt0u, �q.
3.16. Íåõàé G � ãðóïà, a, b P G, |a| � 5 i a3b � ba3. Äîâåñòè, ùî ab � ba.

3.17. Íåõàé G � ãðóïà, a, b P G, |a| � 5, |b| � 9 i a4b8ab � e. Çíàéòè |ab|.
3.18. Íåõàé g � íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G, ÿêèé êîìóòó¹ òiëüêè ç e i g.
Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà g.

3.19. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ñêií÷åííà ãðóïà ìiñòèòü íåïàðíó êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ g, äëÿ ÿêèõ g3 � e.

3.20. Äîâåñòè, ùî â áóäü-ÿêié ñêií÷åííié ãðóïi äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n ¡ 2 êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó n ¹ ïàðíîþ.

3.21. Íåõàé g � òàêèé åëåìåíò ãðóïè G, ùî g2 � e i g6 � e. Äîâåñòè, ùî
g4 � e i g5 � e. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ïîðÿäîê åëåìåíòà g?

3.22. Çíàéòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 2 ó öèêëi÷íié ãðóïi G, ÿêùî:

à) |G| � íåïàðíå ÷èñëî; á) |G| � ïàðíå ÷èñëî.

3.23. Íåõàé g � òàêèé íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G, ùî åëåìåíòè g6 i g7 ¹
âçà¹ìíî îáåðíåíèìè. Çíàéòè |g|.
3.24. Íåõàé a i b ìàþòü ïîðÿäêè 15 i 16 âiäïîâiäíî â ãðóïiG. Çíàéòè ïîðÿäîê
ïiäãðóïè xay X xby.
3.25. Íåõàé a � åëåìåíò ãðóïè G. Çíàéòè òâiðíèé åëåìåíò ïiäãðóïè xany X
xamy.
3.26. Çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ x6 � e i âñi åëåìåíòè ïîðÿäêó 6 â öè-
êëi÷íié ãðóïi C120.
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3.27. ßêèì ìîæå áóòè ïîðÿäîê öèêëi÷íî¨ ãðóïè, ÿêùî òâiðíèé åëåìåíò ó
íié ìîæíà îáðàòè ðiâíî 10 ñïîñîáàìè?

3.28. Âiäîìî, ùî äåÿêà ãðóïà ìiñòèòü 4 åëåìåíòè, îäèí ç ÿêèõ ìà¹ ïîðÿäîê 4.
ßêèé ïîðÿäîê ìàþòü ðåøòó åëåìåíòiâ ãðóïè i ñêiëüêè ïiäãðóï ìà¹ öÿ ãðóïà?

3.29. Ïîêàçàòè, ùî ïiäãðóïà H ãðóïè pQ,�q, ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ A �
t1
2
, 1
3
u, ¹ öèêëi÷íîþ.

3.30. Çíàéòè äîáóòîê óñiõ åëåìåíòiâ öèêëi÷íî¨ ãðóïè G � xay ïîðÿäêó n.
3.31. Íåõàé G � ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà, A � ta P G | a2 � eu. Äîâåñòè, ùî±

gPG g �
±

aPA a � c, äå c � äåÿêèé åëåìåíò ìíîæèíè A. ×è ¹ A ïiäãðóïîþ
ãðóïè G?

3.32. Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ çà óìîâè, ùî a2 � e äëÿ êîæíîãî
a P G.
3.33. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà H ïåðiîäè÷íî¨ ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ab P H äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b P H.

3.34. Äîâåñòè, ùî ãðóïà Aff pRq íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó,
áiëüøîãî íiæ 2.

3.35. Íåõàé |g| � nm, äå pm,nq � 1. Äîâåñòè, ùî g � ab � ba äëÿ äåÿêèõ
åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G, äå |a| � n, |b| � m.

Ëåêöiÿ 4. Ðîçáèòòÿ ãðóïè çà ïiäãðóïîþ. Òå-

îðåìà Ëàãðàíæà

Ñiì'ÿ D ïiäìíîæèí ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ðîçáèòòÿì X, ÿêùî:

1) âñi åëåìåíòè D íåïîðîæíi;
2) îá'¹äíàííÿ YD ðiâíå X;
3) ÿêùî åëåìåíòè F i G ñiì'¨ D ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí, òî F � G.

Äëÿ êîæíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ρ � X �X iñíó¹ ¹äèíå ðîçáèòòÿ
D ìíîæèíè X, äëÿ ÿêîãî px, yq P ρ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x òà y ïîòðàïëÿþòü
â îäèí åëåìåíò ñiì'¨ D. Åëåìåíò øóêàíîãî ðîçáèòòÿ D, ÿêèé ìiñòèòü x P X,
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ y P X, äëÿ ÿêèõ px, yq P ρ. Öåé åëåìåíò íàçèâà-
¹òüñÿ êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi x (âiäíîñíî âiäíîøåííÿ ρ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ rxs
àáî x. Òàêèì ÷èíîì, D � tx : x P Xu.

Íåõàé G � ãðóïà, à H � äîâiëüíà ¨¨ ïiäãðóïà. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå áiíàðíå
âiäíîøåííÿ ρl � G�G:

pa, bq P ρl ô a�1b P H.
Âiäíîøåííÿ ρl ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Äiéñíî:
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1) Ðåôëåêñèâíiñòü. Äëÿ êîæíîãî a P G âèêîíàíî a�1a � e P H, à òîìó
pa, aq P ρl.

2) Ñèìåòðè÷íiñòü. Íåõàé pa, bq P ρl. Òîäi a�1b P H. Îñêiëüêè H ¹ ïiä-
ãðóïîþ, òî b�1a � pa�1bq�1 P H, çâiäêè pb, aq P ρl.

3) Òðàíçèòèâíiñòü. Íåõàé pa, bq, pb, cq P ρl. Òîäi a�1b, b�1c P H. Çâiäñè
a�1c � pa�1bqpb�1cq P H, à òîìó pa, cq P ρl.

Îòæå, âiäíîøåííÿ ρl çàäà¹ äåÿêå ðîçáèòòÿ ãðóïè G. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi,
ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò a, ìà¹ âèãëÿä:

a � tg P G : pa, gq P ρlu � tg P G : a�1g P Hu � tg P G : g P aHu � aH.

Óòâîðåíå ðîçáèòòÿ íàçèâàòèìåìî ëiâîñòîðîííiì ðîçáèòòÿì ãðóïè G çà
ïiäãðóïîþ H, à êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi a � ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè G çà
ïiäãðóïîþ H, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a. Òàêèì ÷èíîì,

G �
¤
gPG

gH.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç pG : Hq ìíîæèíó âñiõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G
çà ïiäãðóïîþ H. Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ íàçèâà¹òüñÿ
iíäåêñîì ïiäãðóïè H â ãðóïi G i ïîçíà÷à¹òüñÿ |G : H|.

Ïðèêëàä 4.1. ßêùî H � teu, òî ëiâèé ñóìiæíèé êëàñ, ïîðîäæåíèé åëå-
ìåíòîì a ¹ îäíîåëåìåíòíèì: a � aH � ateu � tau. Òàêèì ÷èíîì, ëiâî-
ñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îäíîåëå-
ìåíòíèõ ïiäìíîæèí ãðóïè G, òîáòî

G �
¤
gPG
tgu.

Ó öüîìó âèïàäêó iíäåêñ ïiäãðóïè H â ãðóïi G äîðiâíþ¹ |G|, òîáòî |G :
H| � |G|.

ßêùî H � G, òî aH � aG � G äëÿ êîæíîãî a P G, à òîìó ëiâî-
ñòîðîííié ðîçêëàä ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ìiñòèòü ¹äèíèé åëåìåíò �
ãðóïó G. Òàêèì ÷èíîì, |G : H| � 1.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρr � G�G:
pa, bq P ρr ô ba�1 P H,

¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi a ñïiâïàäà¹ ç ïiäìíî-
æèíîþ Ha ãðóïè G i íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè G çà ïiä-
ãðóïîþ H, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a. Ðîçáèòòÿ, ïîðîäæåíå âiäíîøåííÿì ρr,
íàçèâàòèìåìî ïðàâîñòîðîííiì ðîçáèòòÿì ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Òàêèì
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÷èíîì,
G �

¤
gPG

Hg.

Ïðèêëàä 4.2. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà g ãðóïè S3 çíàéäåìî ëiâi i ïðàâi
ñóìiæíi êëàñè çà ïiäãðóïîþ H � tp1q, p12qu, ïîðîäæåíi g:

g gH Hg

p1q tp1q, p12qu tp1q, p12qu
p12q tp1q, p12qu tp1q, p12qu
p13q tp13q, p123qu tp13q, p132qu
p23q tp23q, p132qu tp23q, p123qu
p123q tp13q, p123qu tp23q, p123qu
p132q tp23q, p132qu tp13q, p132qu

Òàêèì ÷èíîì,

G �
¤
gPG

gH � tp1q, p12qu Y tp13q, p123qu Y tp23q, p132qu

i
G �

¤
gPG

Hg � tp1q, p12qu Y tp13q, p132qu Y tp23q, p123qu

Ç òàáëèöi âèäíî, ùî p13qH � Hp13q, òîáòî ëiâèé i ïðàâèé ñóìiæíèé
êëàñè, ïîðîäæåíi îäíàêîâèìè åëåìåíòàìè, ìîæóòü íå ñïiâïàäàòè. Ãðóïà
S3 ìiñòèòü òðè ðiçíèõ ëiâèõ i òðè ðiçíèõ ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà
ïiäãðóïîþ H. Òîìó iíäåêñ ïiäãðóïè H â ãðóïi S3 äîðiâíþ¹ 3.

Òâåðäæåííÿ 4.1.

Êiëüêiñòü ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H äîðiâíþ¹
êiëüêîñòi ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè H ïiäãðóïà ãðóïè G, òî h�1 P H äëÿ êîæíî-
ãî h P H, òîáòî H�1 � H. Òîäi ç ðiâíîñòi h � ph�1q�1 âèïëèâà¹, ùî
H�1 � H. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ψ ç ìíîæèíè ëiâèõ ñóìiæíèõ êëà-
ñiâ ó ìíîæèíó ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ:

ψpgHq � pgHq�1 � H�1g�1 � Hg�1.

ßêùî ψpg1Hq � ψpg2Hq, òî pg1Hq�1 � pg2Hq�1, çâiäêè g1H � g2H,
à òîìó âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ ií'¹êòèâíèì. Äëÿ êîæíîãî ïðàâîãî ñóìiæíî-
ãî êëàñó Hg iñíó¹ òàêèé ëiâèé ñóìiæíèé êëàñ g�1H, ùî ψpg�1Hq �
Hpg�1q�1 � Hg, à îòæå, ψ � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì,
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âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ íà ìíîæèíó
ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. �

Çàóâàæåííÿ 4.1.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G.
1. Ïiäãðóïà H çàâæäè ¹ ëiâèì i ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì. Äiéñíî,
H � eH � He.

2. Îñêiëüêè g � ge � eg, òî g P gH XHg äëÿ êîæíîãî g P G.
3. ßêùî G � àáåëåâà ãðóïà, òî gH � Hg äëÿ êîæíîãî g P G,

òîáòî ëiâèé i ïðàâèé ñóìiæíèé êëàñè, ÿêi ìiñòÿòü åëåìåíò
g, ñïiâïàäàþòü.

Ïðèêëàä 4.3. Çíàéäåìî ëiâi i ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè pZ,�q çà ïiä-
ãðóïîþ 5Z. Îñêiëüêè ãðóïà Z ¹ àáåëåâîþ, òî ëiâi i ïðàâi ñóìiæíi êëàñè,
ïîðîäæåíi îäíàêîâèìè åëåìåíòàìè, ñïiâïàäàþòü. Ñóìiæíi êëàñè ìàþòü
âèãëÿä k � 5Z, äå k P Z. Òîäi

0 � 5Z � t. . . ,�15,�10,�5, 0, 5, 10, 15, . . .u,
1 � 1� 5Z � t. . . ,�14,�9,�4, 1, 6, 11, 16, . . .u,
2 � 2� 5Z � t. . . ,�13,�8,�3, 2, 7, 12, 17, . . .u,
3 � 3� 5Z � t. . . ,�12,�7,�2, 3, 8, 13, 18, . . .u,
4 � 4� 5Z � t. . . ,�11,�6,�1, 4, 9, 14, 19, . . .u.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z � 0Y 1Y 2Y 3Y 4, à òîìó ¹ 5 ðiçíèõ ñóìiæíèõ
êëàñiâ ãðóïè Z çà ïiäãðóïîþ 5Z.

Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà Ëàãðàíæà).

ßêùî H � ïiäãðóïà ñêií÷åííî¨ ãðóïè G, òî

|G| � |H| � |G : H|.
Çîêðåìà ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè äiëèòüñÿ íà ïîðÿäîê êîæíî¨ ¨¨ ïiä-
ãðóïè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëiâîñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ
H. Îäíèì ç ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ ïiäãðóïà H � eH. Íåõàé gH �
äîâiëüíèé ëiâèé ñóìiæíèé êëàñ.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

lg : H Ñ gH, lgphq � gh.
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ßêùî lgph1q � lgph2q, òî gh1 � gh2, à òîìó h1 � h2, i âiäîáðàæåííÿ lg
¹ ií'¹êöi¹þ. Îñêiëüêè g�1a P H äëÿ êîæíîãî a P gH i lgpg�1aq � a, òî lg
� ñþð'¹êöiÿ. Òàêèì ÷èíîì, lg � ái¹êöiÿ.

Îòæå, ïîòóæíiñòü êîæíîãî ëiâîãî ñóìiæíîãî êëàñó äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó
ïiäãðóïèH. Îñêiëüêè ñêií÷åííà ãðóïà ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü ëiâèõ
ñóìiæíèõ êëàñiâ i äàíi êëàñè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî |G| � |H| �m,
äå m � êiëüêiñòü ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ. Òàêèì ÷èíîì,

|G| � |H| � |G : H|,
i ïîðÿäîê ãðóïè G äiëèòüñÿ íà ïîðÿäîê ïiäãðóïè H. �

Íàñëiäîê 4.1.

Ïîðÿäîê êîæíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííî¨ ãðóïè G äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè
G.

Äîâåäåííÿ. Ïîðÿäîê åëåìåíòà a P G äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó öèêëi÷íî¨ ïiä-
ãðóïè xay, ïîðîäæåíî¨ äàíèì åëåìåíòîì, à òîìó çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà
|a| � |xay| äiëèòü |G|. �

Íàñëiäîê 4.2.

ßêùî ïîðÿäêîì ãðóïè G ¹ ïðîñòå ÷èñëî p, òî G � öèêëi÷íà ãðóïà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � äîâiëüíèé íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G. Çà
òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïîðÿäîê öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè xay, ïîðîäæåíî¨ åëå-
ìåíòîì a, äiëèòü |G| � p. Îñêiëüêè a � e, òî |xay| � p, à òîìó ãðóïà G
ñïiâïàäà¹ ç öèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ xay. �

Íåõàé A i B � ïiäìíîæèíè ãðóïè G. Ïîêëàäåìî AB � tab | a P A, b P Bu.
ßêùî H � ïiäãðóïà ãðóïè G, òî HH � H � eH � HH, çâiäêè HH � H.

Òîäi çà iíäóêöi¹þ Hn � H . . .Hloomoon
n

� H äëÿ êîæíîãî n P N.

Äîáóòîê HK äâîõ ïiäãðóï H i K ãðóïè G íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G.

Ïðèêëàä 4.4. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïè H � tp1q, p12qu i K � tp1q, p13qu ãðó-
ïè S3. Äîáóòîê ïiäãðóï H i K äîðiâíþ¹:

HK � tp1q, p12q, p13q, p132qu.
Ïiäìíîæèíà HK íå ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3, áî p13qp12q � p123q R HK.

Àíàëîãi÷íî KH � tp1q, p12q, p13q, p123qu íå ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3.
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Òâåðäæåííÿ 4.2.

Äîáóòêè HK òà KH äâîõ ïiäãðóï H i K ãðóïè G ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè
G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè H i K ¹ ïåðåñòàâíèìè, òîáòî HK � KH.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé HK òà KH ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè G i h P H, k P K.
Òîäi

kh � ppkhq�1q�1 � ph�1k�1q�1 P HK, à òîìó KH � HK.

Àíàëîãi÷íî

hk � pphkq�1q�1 � pk�1h�1q�1 P KH.
Çâiäêè HK � KH, à îòæå, HK � KH.

Íàâïàêè, íåõàé HK � KH i h1, h2 P H, k1, k2 P K. Òîäi k1h2 � h3k3
äëÿ äåÿêèõ h3 P H, k3 P K. Òîìó

ph1k1qph2k2q � h1pk1h2qk2 � h1h3k3k2 P HK i

ph1k1q�1 � k�1
1 h�1

1 P KH � HK.

Òàêèì ÷èíîì, HK � KH � ïiäãðóïà ãðóïè G. �

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 39�43], [9, ñ. 90�98], [13, ñ. 20�25], [15, ñ. 92�99].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 4.

4.1. Çíàéòè ëiâîñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè Q8 çà ïiäãðóïîþ H � t�1, 1u.
4.2. Çíàéòè ñóìiæíi êëàñè ãðóïè p3Z,�q çà ïiäãðóïîþ 15Z.

4.3. Çíàéòè ëiâîñòîðîíí¹ òà ïðàâîñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè A4 çà ïiäãðóïîþ
H � tp1q, p123q, p132qu. Ïîðiâíÿòè ¨õ.

4.4. Îïèñàòè ñóìiæíi êëàñè ãðóïè pCzt0u, �q çà ïiäãðóïîþ H, ÿêùî

à) H � Rzt0u; á) H � R�; â) H � tz P C : |z| � 1u.
4.5. Çíàéòè ëiâîñòîðîíí¹ òà ïðàâîñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè GLpn,Rq çà ïiä-
ãðóïîþ SLpn,Rq. ×îìó äîðiâíþ¹ iíäåêñ ïiäãðóïè SLpn,Rq â ãðóïi GLpn,Rq?
4.6. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ëiâèì àáî ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì ïî äåÿêié ïiäãðóïi
ãðóïè S5 ïiäìíîæèíà A:

à) A � tp234q, p1234qu; á) A � tp12q, p123q, p1234qu.
4.7. Çíàéòè ñóìiæíi êëàñè öèêëi÷íî¨ ãðóïè C12 çà âñiìà ¨¨ ïiäãðóïàìè.

4.8. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè iíäåêñà 2 ãðóïè Q8.

4.9. Îïèñàòè ñóìiæíi êëàñè ãðóïè pC,�q çà ïiäãðóïîþ H � ta�ib | a, b P Zu.
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4.10. Îïèñàòè ñóìiæíi êëàñè ãðóïè âåêòîðiâ ïëîùèíè, ÿêi âèõîäÿòü ç ïî-
÷àòêó êîîðäèíàò, ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ çà ïiäãðóïîþ âåêòîðiâ, ùî
ëåæàòü íà îñi àáñöèñ.

4.11. Çíàéòè iíäåêñ ïiäãðóïè An â ãðóïi Sn.

4.12. Çíàéòè ëiâi i ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè Sn çà ïiäãðóïîþ Sn�1.

4.13. Ïîêàçàòè, ùî ïiäãðóïà Z ìà¹ íåñêií÷åííèé iíäåêñ â ãðóïi pQ,�q
4.14. Íàâåñòè ïðèêëàä ñêií÷åííî¨ ãðóïè, ó ÿêî¨ iíäåêñè âñiõ âëàñíèõ íåîäè-
íè÷íèõ ïiäãðóï: a) ïîïàðíî ðiçíi; á) îäíàêîâi.

4.15. Íàâåñòè ïðèêëàä íåñêií÷åííî¨ ãðóïè, ó ÿêî¨ iíäåêñè âëàñíèõ íåîäèíè-
÷íèõ ïiäãðóï: a) ïîïàðíî ðiçíi; á) îäíàêîâi.

4.16. Íàñòóïíà òàáëèöÿ ¹ òàáëèöåþ Êåëi äåÿêî¨ ãðóïè. Çàïîâíèòè ¨¨ ïîðîæíi
êëiòèíêè.

� e a b c d

e e

a b e

b c d e

c d a b

d

4.17. Íåõàé ñêií÷åííà ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíò a ïîðÿäêó 6 òà åëåìåíò b
ïîðÿäêó 14. ßêå ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ |G|?
4.18. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G, a, b P G ×è ç ðiâíîñòi aH � bH âèïëèâà¹
ðiâíiñòü a2H � b2H? Âiäïîâiäü îáãðóíòóéòå.

4.19. Íåõàé |G : H| � 2. Äîâåñòè, ùî ab P H äëÿ êîæíèõ a, b P GzH.

4.20. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Ïiäãðóïè ÿêèõ ïîðÿäêiâ ìiñòèòü äiåäðàëüíà
ãðóïà Dp ïîðÿäêó 2p?

4.21. Çíàéòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó p ãðóïè ïîðÿäêó p, äå p � ïðîñòå
÷èñëî.

4.22. Íåõàé p, q � ïðîñòi ÷èñëà, G � ãðóïà ïîðÿäêó pq. Äîâåñòè, ùî âñi âëàñíi
ïiäãðóïè ãðóïè G ¹ öèêëi÷íèìè.

4.23. Íåõàé ïîðÿäîê ñêií÷åíî¨ ãðóïè G äîðiâíþ¹ n. Äîâåñòè, ùî an � e äëÿ
êîæíîãî a P G.
4.24. Íåõàé G � ãðóïà íåïàðíîãî ïîðÿäêó. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî a P G
iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b P G, ùî a � b2.
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4.25. Íåõàé G � ãðóïà íåïàðíîãî ïîðÿäêó ç îäèíèöåþ e. Äîâåñòè, ùî ðiâ-
íÿííÿ x2 � e ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Äàëi, äëÿ êîæíîãî g P Gzteu äîâåñòè, ùî
ðiâíÿííÿ x2 � g ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

4.26. Íåõàé G � ãðóïà, H � äîâiëüíà ¨¨ ïiäãðóïà. Äîâåñòè àáî ñïðîñòóâàòè
òâåðäæåííÿ: âiäîáðàæåííÿ f : tgH | g P Gu Ñ tHg | g P Gu, fpgHq � Hg, ¹
ái¹êöi¹þ.

4.27. Íåõàé G � ãðóïà ïîðÿäêó 10, òà x, y P G � ðiçíi åëåìåíòè ïîðÿäêó 2.
Íåõàé H � xx, yy. ßêèì ìîæå áóòè ïîðÿäîê ïiäãðóïè H? ×è ìîæóòü åëåìåíòè
x òà y êîìóòóâàòè?

4.28. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà A ãðóïè G ¹ ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì çà äå-
ÿêîþ ïiäãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì çà
äåÿêîþ (ìîæëèâî iíøîþ) ïiäãðóïîþ.

4.29. Äîâåñòè, ùî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ãðóïè G ¹ ñóìiæíèì êëàñîì
çà äåÿêîþ ïiäãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè gA�1A � A äëÿ äåÿêîãî g P G.
4.30. Íåõàé g1, . . . , gn � ïðåäñòàâíèêè ðiçíèõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè
G çà ïiäãðóïîþ H. Äîâåñòè, ùî g�1

1 , . . . , g�1
n � ïðåäñòàâíèêè ðiçíèõ ïðàâèõ

ñóìiæíèõ êëàñiâ G çà H.

4.31. Íåõàé m i k � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äîâåñòè, ùî àáåëåâà
ãðóïà G ïîðÿäêó mk ¹ öèêëi÷íîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G ìiñòèòü åëåìåíò
ïîðÿäêó m i åëåìåíò ïîðÿäêó k.

4.32. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà PpGq âñiõ ïiäìíîæèí ãðóïè G ç îïåðàöi¹þ ìíî-
æåííÿ ïiäìíîæèí ¹ ìîíî¨äîì. Çíàéòè âñi éîãî îáîðîòíi åëåìåíòè.

4.33. Ïiäìíîæèíà A ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ñàìîçà÷åïëåíîþ, ÿêùî
gA X A � H äëÿ êîæíîãî g P G. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A ¹ ñàìîçà÷åïëå-
íîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè AA�1 � G.

Ëåêöiÿ 5. Íîðìàëüíi ïiäãðóïè. Ôàêòîðãðóïè

Ïiäãðóïà H íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ àáî iíâàðiàíòíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
G, ÿêùî ëiâîñòîðîíí¹ òà ïðàâîñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H
ñïiâïàäàþòü, òîáòî

tgH | g P Gu � tHg | g P Gu.
ßêùî H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òî áóäåìî çàïèñóâàòè H � G

àáî G � H. Íîðìàëüíi ïiäãðóïè òàêîæ íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè äiëüíèêàìè
ãðóïè.
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Ïðèêëàä 5.1. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó H � tp1q, p123q, p132qu ãðóïè S3.
Îñêiëüêè p12qH � tp12q, p23q, p13qu i

G � tp1q, p123q, p132qu Y tp12q, p23q, p13qu,
òî ìíîæèíà ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ìà¹ âèãëÿä:

ttp1q, p123q, p132qu, tp12q, p23q, p13quu.
Îñêiëüêè Hp12q � tp12q, p13q, p23qu i

G � tp1q, p123q, p132qu Y tp12q, p23q, p13qu,
òî ìíîæèíà ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ìà¹ âèãëÿä:

ttp1q, p123q, p132qu, tp12q, p23q, p13quu.
Òàêèì ÷èíîì, ïðàâîñòîðîíí¹ i ëiâîñòîðîíí¹ ðîçáèòòÿ ãðóïè S3 çà

ïiäãðóïîþ H ñïiâïàäàþòü, à òîìó H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè S3.

Îñêiëüêè g P gHXHg, òî H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè gH � Hg äëÿ êîæíîãî g P G.

Ïðèêëàä 5.2. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó H � tp1q, p13qu ãðóïè S3.
Îñêiëüêè p12qH � tp12q, p132qu, à Hp12q � tp12q, p123qu, òî p12qH �

Hp12q. Òàêèì ÷èíîì, H íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3.

Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêà ïiäãðóïà àáåëåâî¨ ãðóïè ¹ íîðìàëüíîþ.

Äëÿ íîðìàëüíîñòi ïiäãðóïèH â ãðóïiG äîñèòü âèìàãàòè âèêîíàííÿ òiëüêè
îäíîãî ç âêëþ÷åíü:

@g P G p gH � Hg q àáî @g P G p Hg � gH q.
Äiéñíî, ÿêùî gH � Hg äëÿ êîæíîãî g P G, òî i g�1H � Hg�1 äëÿ g�1 P

G, çâiäêè, äîìíîæèâøè îòðèìàíå âêëþ÷åííÿ íà g çëiâà i ñïðàâà, îòðèìà¹ìî
Hg � gH. Àíàëîãi÷íî ó äðóãîìó âèïàäêó.

Äîìíîæèâøè ðiâíiñòü Hg � gH íà g�1 çëiâà îòðèìà¹ìî, ùî H ¹ íîðìàëü-
íîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè g�1Hg � H äëÿ êîæíîãî g P G.
Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî H � G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðàçîì ç êî-
æíèì ç ñâî¨ì åëåìåíîì ïiäãðóïà H ìiñòèòü óñi ñïðÿæåíi ç íèì åëåìåíòè ó
ãðóïi G:

H � G ô @h P H @g P G p g�1hg P H q.

Ïðèêëàä 5.3. Ç'ÿñó¹ìî, ïðè ÿêèõ k P Nzt1u ïiäìíîæèíè kZ � tka | a P Zu
¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè pZ, �q, äå m � n � p�1qnm� n.
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Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî îäèíèöåþ ãðóïè pZ, �q ¹ ÷èñëî 0, à îáåðíåíèì
äî åëåìåíòà a P Z ¹ åëåìåíò a�1 � p�1qa�1a.

ßêùî s, t P kZ, òî s � ka i t � kb äëÿ äåÿêèõ a, b P Z. Òîäi
s � t � pkaq � pkbq � p�1qkbka� kb � kpp�1qkba� bq P kZ

i
s�1 � pkaq�1 � p�1qka�1ka � kpp�1qka�1aq P kZ.

Òîìó äëÿ êîæíîãî k P N ïiäìíîæèíè kZ ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè pZ, �q.
Íåõàé n i a � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà. Òîäi

n�1 � pkaq � n � pp�1qn�1nq � pkaq � n � pp�1qkap�1qn�1n� kaq � n �
� p�1qnpp�1qka�n�1n� kaq � n � p�1qka�1n� p�1qnka� n �

� pp�1qka�1 � 1qn� kpp�1qnaq.
ßêùî k ¹ ïàðíèì ÷èñëîì, òî ka� 1 ¹ íåïàðíèì, à òîìó

n�1 � pkaq � n � kpp�1qnaq P kZ
äëÿ êîæíèõ n, a P Z. Òàêèì ÷èíîì, ó öüîìó âèïàäêó kZ ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè pZ, �q.

ßêùî k ¡ 1 ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì, òî ïîêëàâøè a � 1, n � k � 1,
îòðèìà¹ìî

n�1 � pkaq � n � pp�1qk�1 � 1qpk � 1q � p�1qk�1k � 3k � 2 R kZ.
Òîìó â öüîìó âèïàäêó kZ íå ¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè pZ, �q.

Ïðèêëàä 5.4. Íåõàé öèêëi÷íà ïiäãðóïà C ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðó-
ïîþ ãðóïè G. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ïiäãðóïà H ãðóïè C ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Äiéñíî, íåõàé a � òâiðíèé åëåìåíò ãðóïè C. Îñêiëü-
êè C � G, òî g�1ag P C äëÿ êîæíîãî g P G, à òîìó g�1ag � ak äëÿ
äåÿêîãî k P Z. Ïiäãðóïà H ¹ öèêëi÷íîþ çà òåîðåìîþ 3.3 i ïîðîäæó¹òüñÿ
an äëÿ äåÿêîãî n P Z. Òîäi g�1panqtg � pg�1agqnt � aknt � panqkt P H äëÿ
êîæíèõ g P G, t P Z, à òîìó H � G.

Òâåðäæåííÿ 5.1.

ßêùî K i H � ïiäãðóïè ãðóïè G, ïðè÷îìó H � G, òî KH òàêîæ ¹
ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. ÎñêiëüêèH � G, òî gH � Hg äëÿ êîæíîãî g P G. Çîêðåìà
gH � Hg äëÿ êîæíîãî g P K, òîáòî KH � HK. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 4.2
äîáóòîê KH � HK ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. �
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Òâåðäæåííÿ 5.2.

Äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè G ¹ íîðìàëü-
íîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H1, . . . , Hk � íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè G. Ç ïîïå-
ðåäíüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî H1 � . . . � Hk ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî g P G:
gpH1H2�. . .�Hkq � H1gH2�. . .�Hk � . . . � H1H2�. . .�gHk � pH1H2�. . .�Hkqg,
òî H1 � . . . �Hk � G. �

Ó êîæíié ãðóïi G òðèâiàëüíi ïiäãðóïè (îäèíè÷íà ïiäãðóïà teu i ñàìà ãðóïà
G) ¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè. Íåîäèíè÷íà ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ,
ÿêùî âîíà íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï. Ãðóïó ïîðÿäêó 1
íå âiäíîñÿòü äî ïðîñòèõ ãðóï.

Òåîðåìà 5.1.

Íåîäèíè÷íà àáåëåâà ãðóïà G ¹ ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G ¹
öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïðîñòîãî ïîðÿäêó p.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � àáåëåâà ïðîñòà ãðóïà. Òîäi |G| ¥ 2. ßêùî a �
íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G, òî öèêëi÷íà ïiäãðóïà xay ¹ íîðìàëüíîþ,
à òîìó xay � G. Ãðóïà G íå ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ, áî òîäi âîíà á
ìiñòèëà íåòðèâiàëüíó íîðìàëüíó ïiäãðóïó xa2y.

Íåõàé G � xay � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ïiäãðóïà ïîðÿäêó n i p � ïðîñòèé
äiëüíèê n. Åëåìåíò ap ìà¹ ïîðÿäîê |ap| � n

pn,pq � n
p
, à òîìó öèêëi÷íà ïiä-

ãðóïà xapy ¹ âëàñíîþ (� G) íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïèG. Öå ìîæëèâî
ëèøå ó âèïàäêó xapy � teu, òîáòî êîëè n � p � ïðîñòå ÷èñëî.

Íàâïàêè, ÿêùî |G| � p, òî çà íàñëiäêîì 4.2 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà
ãðóïà G ¹ öèêëi÷íîþ, êîæíà íåîäèíè÷íà ïiäãðóïà ÿêî¨ ìà¹ ïîðÿäîê p, à
òîìó ñïiâïàäà¹ ç G. Òàêèì ÷èíîì, G � ïðîñòà ãðóïà. �

Iñíóþòü íåàáåëåâi ïðîñòi ãðóïè. Íàïðèêëàä, çíàêîçìiííà ãðóïà An ¹ íåà-
áåëåâîþ ïðîñòîþ ãðóïîþ äëÿ êîæíîãî n ¡ 4.

Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, òîäi äëÿ êîæíîãî g P G ëiâèé
ñóìiæíèé êëàñ gH ñïiâïàäà¹ ç ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì Hg, à òîìó äëÿ ñïðî-
ùåííÿ íàçèâàòèìåìî ¨õ ñóìiæíèìè êëàñàìè.

Òåîðåìà 5.2.

Ìíîæèíà pG : Hq ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ
H ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ïiäìíîæèí ó ãðóïi ¹ ãðóïîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b P pG : Hq. Òîäi
a � b � paHqpbHq � apHbqH � abHH � abH � ab P pG : Hq,

à îòæå, îïåðàöiÿ ¹ çàäàíîþ íà ìíîæèíi pG : Hq.
Äëÿ êîæíèõ a, b, c P pG : Hq ìà¹ìî:

a � pb � cq � a � bc � apbcq � pabqc � ab � c � pa � bq � c,
à òîìó îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ àñîöiàòèâíîþ.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî a P pG : Hq ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi e �a � ea � a

i a�1 � a � a�1a � e, òî e ¹ ëiâîþ îäèíèöåþ íàïiâãðóïè pG : Hq i êîæåí
ñóìiæíèé êëàñ a ìà¹ ëiâèé îáåðíåíèé a�1 P pG : Hq.

Òàêèì ÷èíîì, pG : Hq � ãðóïà. �

Ãðóïà âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H íàçèâà-
¹òüñÿ ôàêòîðãðóïîþ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H i ïîçíà÷à¹òüñÿ G{H.

Ç òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G i êîæíî¨ ¨¨
íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè H ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü |G| � |H| � |G{H|. Çîêðåìà ïîðÿ-
äîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè äiëèòüñÿ íà ïîðÿäîê êîæíî¨ ¨¨ ôàêòîðãðóïè. Ïîðÿäîê
ôàêòîðãðóïè G{H äîðiâíþ¹ iíäåêñó ïiäãðóïè H â ãðóïi G.

Òâåðäæåííÿ 5.3.

Êîæíà ôàêòîðãðóïà G{H öèêëi÷íî¨ ãðóïè G ¹ öèêëi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � xay � öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì
a, i g � äîâiëüíèé åëåìåíò ôàêòîðãðóïè G{H. Îñêiëüêè G � öèêëi÷íà
ãðóïà, òî g � ak äëÿ äåÿêîãî k P Z. Òîäi

g � gH � akH � akHk � paHqk � ak.

Òàêèì ÷èíîì, G{H � öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì a. �

Ïðèêëàä 5.5. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè ãðóïè pZ,�q çà
ïiäãðóïîþ 4Z.

Îñêiëüêè ãðóïà pZ,�q ¹ àáåëåâîþ, òî ïiäãðóïà 4Z ¹ íîðìàëüíîþ.
Ñóìiæíi êëàñè ìàþòü âèãëÿä k � 4Z, äå k P Z. Òîäi

0 � 4Z � t. . . ,�12,�8,�4, 0, 4, 8, 12, . . .u,
1 � 1� 4Z � t. . . ,�11,�7,�3, 1, 5, 9, 13, . . .u,
2 � 2� 4Z � t. . . ,�10,�6,�2, 2, 6, 10, 14, . . .u,
3 � 3� 4Z � t. . . ,�9,�5,�1, 3, 7, 11, 15, . . .u.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z � 0Y1Y2Y3, à òîìó ¹ 4 ðiçíèõ ñóìiæíèõ êëàñè
ãðóïè Z çà ïiäãðóïîþ 4Z.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó m � n � m� n i çàìiíþþ÷è ïðè ïîòðåái
åëåìåíò m � n íà íàéìåíøå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî êëàñó m� n, îòðèìà¹ìî
íàñòóïíó òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè Z{4Z:

� 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

Ç òàáëèöi Êåëi âèäíî, ùî ôàêòîðãðóïà Z{4Z ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ
ïîðÿäêó 4, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì 1.

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ¥ 2 ôàêòîðãðóïó Z{kZ ãðóïè pZ,�q
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Zk. Ãðóïà Zk � t0, 1, . . . , k � 1u ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿä-
êó k, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì 1.

Ïðèêëàä 5.6. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè ãðóïè pZ, �q çà íîð-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ 4Z, äå m � n � p�1qnm� n.

Ñóìiæíi êëàñè ìàþòü âèãëÿä:

k�4Z � tk�p4aq | a P Zu � tp�1q4ak�4a | a P Zu � tk�4a | a P Zu � k�4Z,
äå k P Z. Òàêèì ÷èíîì, ñóìiæíi êëàñè òàêi æ, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó
ïðèêëàäi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó m � n � m � n � p�1qnm� n i çàìiíþþ÷è
ïðè ïîòðåái åëåìåíò m � n íà íàéìåíøå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî êëàñó m � n,
îòðèìà¹ìî íàñòóïíó òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè Z{4Z:

� 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

Ç òàáëèöi Êåëi âèäíî, ùî ôàêòîðãðóïà Z{4Z ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïî-
ðÿäêó 4. Äàíà ãðóïà íå ¹ öèêëi÷íîþ. Âñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ôàêòîð-
ãðóïè Z{4Z ìàþòü ïîðÿäîê 2. Òàêèì ÷èíîì, áóäîâà Z{4Z òàêà æ, ÿê i
ó ãðóïè Êëåéíà V4.
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Êðiì òîãî, çàóâàæèìî, ùî Z{4Z � t0, 1u � t0, 2u. Îòæå, ãðóïà Z{4Z
¹ äîáóòêîì äâîõ ñâî¨õ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ïîðÿäêó 2, ïåðåòèí ÿêèõ
ñïiâïàäà¹ ç îäèíè÷íîþ ïiäãðóïîþ.

Òâåðäæåííÿ 5.4.

Êîæíà ïiäãðóïà H iíäåêñà 2 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè |G : H| � 2, òî ëiâîñòîðîíí¹ i ïðàâîñòîðîíí¹
ðîçáèòòÿ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ìiñòÿòü ïî 2 åëåìåíòè. Îáåðåìî g R H,
òîäi H Y gH � G � H Y Hg, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî gH � Hg, à òîìó
tH, gHu � tH,Hgu, i H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. �

Ïðèêëàä 5.7. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ïiäãðóïà íåàáåëåâî¨ ãðóïè Q8 ¹ íîð-
ìàëüíîþ. Îñêiëüêè |Q8| � 8, òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïîðÿäîê êîæíî¨
ïiäãðóïè ãðóïè Q8 íàëåæèòü ìíîæèíi t1, 2, 4, 8u. Çðîçóìiëî, ùî òðèâi-
àëüíi ïiäãðóïè ïîðÿäêiâ 1 i 8 ¹ íîðìàëüíèìè. Ïiäãðóïè ïîðÿäêó 4 ìàþòü
iíäåêñ 2 ó ãðóïi Q8, à òîìó çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì ¹ íîðìàëüíèìè.
Åëåìåíò �1 ¹ ¹äèíèì åëåìåíòîì ïîðÿäêó 2 ãðóïè êâàòåðíiîíiâ, à òîìó
ãðóïà Q8 ìiñòèòü ¹äèíó ïiäãðóïó t1,�1u ïîðÿäêó 2. Äàíà ïiäãðóïà ¹
íîðìàëüíîþ, áî gt1,�1u � tg,�gu � t1,�1ug äëÿ êîæíîãî g P Q8.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 43�54, 76�79], [4, ñ. 31�36], [9, ñ. 98�103], [15,

ñ. 155�161], [16, ñ. 14�17].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 5.

5.1. Çíàéòè ëiâi òà ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè S3 çà ïiäãðóïîþH � tp1q, p23qu.
Ç'ÿñóâàòè, ÷è ãðóïà H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3.

5.2. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ïiäãðóïà H � xp123qy � tp1q, p123q, p132qu ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè A4.

5.3. Íàâåñòè ïðèêëàä íåàáåëåâî¨ ãðóïè G i íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè H � G, ùî
G{H i H � àáåëåâi ãðóïè.

5.4. Ïîêàçàòè, ùî ïiäãðóïà H � tp1q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu ¹ íîðìàëü-
íîþ i àáåëåâîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè A4. Çíàéòè íîðìàëüíó ïiäãðóïó ãðóïèH, ÿêà
íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè A4. Çâiäñè âèâåñòè, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ
�áóòè íîðìàëüíîþ� íå ¹ òðàíçèòèâíèì.

5.5. Ç'ÿñóâàòè, äëÿ ÿêèõ k P Z ïiäìíîæèíè t0, 2k � 1u ¹ íîðìàëüíèìè ïiä-
ãðóïàìè ãðóïè pZ, �q, äå m � n � p�1qnm� n.
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5.6. Äîâåñòè, ùî An � Sn.

5.7. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà SLpn,Rq ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GLpn,Rq.
Îõàðàêòåðèçóâàòè ñóìiæíi êëàñè ãðóïè GLpn,Rq çà ïiäãðóïîþ SLpn,Rq.
5.8. Ïîêàçàòè, ùî äiåäðàëüíà ãðóïà D4 ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó H ïî-
ðÿäêó 2. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè G{H. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ G{H
öèêëi÷íîþ. Ïîáóäóâàòè òàêó ái¹êöiþ ψ : G{H Ñ V4, ùî ïðè çàìiíi â òàáëè-
öi Êåëi äëÿ G{H óñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G{H ¨õ îáðàçàìè â ãðóïi Êëåéíà V4,
îòðèìà¹ìî òàáëèöþ Êåëi ãðóïè V4.

5.9. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ShiftpRq âñiõ çñóâiâ âèãëÿäó rbpxq � x � b ¹
íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Aff pRq âñiõ àôiííèõ âiäîáðàæåíü f : R Ñ R,
fpxq � ax� b, äå a, b P R, a � 0, ç îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü.

5.10. ×è ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïèGLpn,Rq ïiäìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ
(âåðõíüîòðèêóòíèõ) ìàòðèöü ç íåíóëüîâèìè äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè?

5.11. Íåõàé H � ta P G | a�1 � au ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî H ¹
íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

5.12. Îïèñàòè ôàêòîðãðóïó ãðóïè pR,�q çà ïiäãðóïîþ Z.

5.13. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè ãðóïè pRzt0u, �q çà ïiäãðóïîþ
p0,�8q.
5.14. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi ãðóïè 3Z çà ïiäãðóïîþ 18Z.

5.15. Ó ôàêòîðãðóïi Q{Z çíàéòè ïîðÿäîê i íàéìåíøèé äîäàòíié ïðåäñòàâ-
íèê ñóìiæíîãî êëàñó:

à) 20, 3; á) 2, 37; â) �3, 25.

5.16. Ñêëàñòè òàáëèöi Êåëi âñiõ ôàêòîðãðóï öèêëi÷íî¨ ãðóïè C8.

5.17. Îïèñàòè ôàêòîðãðóïó ãðóïè pCzt0u, �q çà ïiäãðóïîþ T � tz P C :
|z| � 1u.
5.18. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi ôàêòîðãðóïè ãðóïè pZ, �q, äåm�n � p�1qnm�
n, çà ïiäãðóïîþ 6Z. Ïîðiâíÿòè ¨¨ áóäîâó ç áóäîâàìè ãðóï S3 òà D3.

5.19. Îïèñàòè ôàêòîðãðóïó ãðóïè pQzt0u, �q çà ïiäãðóïîþ H âñiõ ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ÷àñòêè äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë.

5.20. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ôàêòîðãðóïà G{H àáåëåâî¨ ãðóïè G ¹ àáåëåâîþ.

5.21. Äîâåñòè, ùî äëÿ n ¥ 3 ãðóïà Sn íå ìiñòèòü íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè ïî-
ðÿäêó 2.

5.22. Íåõàé G � xay � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n. ×îìó äîðiâíþ¹ ïîðÿäîê
ôàêòîðãðóïè G{xaky?
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5.23. Äîâåñòè, ùî Q{Z � ïåðiîäè÷íà ãðóïà, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíó ïiäãðóïó ïî-
ðÿäêó n äëÿ êîæíîãî n P N. I êîæíà òàêà ïiäãðóïà � öèêëi÷íà.

5.24. Íåõàé K � ïiäãðóïà ãðóïè G, H � G. Äîâåñòè, ùî H XK � K.

5.25. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî£
gPG

g�1Hg � G.

5.26. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ñiì'¨ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï
ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

5.27. Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i |G{H| � n   8. Äîâåñòè,
ùî gn P H äëÿ êîæíîãî g P G.
5.28. Íåõàé H � G. Äîâåñòè, ùî ç ïåðiîäè÷íîñòi ãðóï H i G{H âèïëèâà¹
ïåðiîäè÷íiñòü ãðóïè G.

5.29. Äîâåñòè, ùî ÿêùî H � ¹äèíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó n ãðóïè G, òî H � G.
Âèâåñòè çâiäñè, ùî ãðóïà G íå ¹ ïðîñòîþ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî n P N âîíà
ìiñòèòü ¹äèíó íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó ïîðÿäêó n.

5.30. Íåõàé H � òàêà ïiäãðóïà ãðóïè G, ùî äîáóòîê êîæíèõ äâîõ ïðàâèõ
ñóìiæíèõ êëàñiâ çíîâó ¹ ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì. Äîâåñòè, ùî H � G.

5.31. Íåõàé G � ãðóïà, pabqn � anbn äëÿ äåÿêîãî n P Nzt1u i êîæíèõ a, b P G.
Äîâåñòè, ùî Hn � tgn | g P Gu ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

5.32. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G i äëÿ êîæíèõ a, b P G ç Ha � Hb âèïëè-
âà¹, ùî aH � bH. Äîâåñòè, ùî H � G.

5.33. Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
ðàçîì ç äîáóòêîì ab åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G âîíà òàêîæ ìiñòèòü äîáóòêè
êâàäðàòiâ a2b2 öèõ åëåìåíòiâ.

5.34. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G, N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, òà
p|G : H|, |N |q � 1. Äîâåñòè, ùî N ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè H.

Ëåêöiÿ 6. Ìîðôiçìè ãðóï. Òåîðåìà Êåëi

Íåõàé pG, �q i pG1, �q � ãðóïè. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : GÑ G1 íàçèâà¹òüñÿ ãîìî-
ìîðôiçìîì ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q, ÿêùî

ϕpa � bq � ϕpaq � ϕpbq
äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b P G.
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ßäðîì ãîìîìîðôiçìó ϕ : G Ñ G1 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ
ãðóïè pG, �q, ÿêi âiäîáðàæàþòüñÿ â îäèíè÷íèé åëåìåíò e1 ãðóïè pG1, �q, i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ Kerϕ, òîáòî

Kerϕ � tg P G | ϕpgq � e1u.
Îáðàç ϕpGq � tϕpgq | g P Gu ãîìîìîðôiçìó ϕ : G Ñ G1 ïîçíà÷àþòü ÷åðåç

Imϕ.

Ïðèêëàä 6.1. Íåõàé e1 � îäèíèöÿ ãðóïè pG1, �q. Âiäîáðàæåííÿ
ϕ : GÑ G1, ϕpgq � e1 äëÿ êîæíîãî g P G, ¹ ãîìîìîðôiçìîì, áî

ϕpa � bq � e1 � e1 � e1 � ϕpaq � ϕpbq äëÿ âñiõ a, b P G.
Äàíèé ãîìîìîðôiçì íàçèâàòèìåìî òðèâiàëüíèì ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè
pG, �q â ãðóïó pG1, �q. Î÷åâèäíî, ùî Kerϕ � G, Imϕ � te1u.

Òâåðäæåííÿ 6.1.

Íåõàé ϕ : GÑ G1 � ãîìîìîðôiçì ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q. Òîäi:
1) îäèíèöÿ e ãðóïè pG, �q âiäîáðàæà¹òüñÿ â îäèíèöþ e1 ãðóïè pG1, �q,

òîáòî ϕpeq � e1;
2) îáåðíåíèé åëåìåíò a�1 äî åëåìåíòà a P G âiäîáðàæà¹òüñÿ â

îáåðíåíèé ϕpaq�1 äî åëåìåíòà ϕpaq P G1, òîáòî ϕpa�1q � ϕpaq�1

äëÿ êîæíîãî a P G;
3) îáðàç Imϕ ãîìîìîðôiçìó ϕ ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè pG1, �q;
4) ÿäðî ãîìîìîðôiçìó ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè pG, �q, òîáòî

Kerϕ � G.

Äîâåäåííÿ. 1) Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ãîìîìîðôiçìó

ϕpeq � ϕpeq � ϕpe � eq � ϕpeq � ϕpeq � e1.
Äîìíîæèâøè äàíi ðiâíîñòi çëiâà íà ϕpeq�1, îòðèìà¹ìî ϕpeq � e1.

2) Îñêiëüêè e � a�1 � a, òî
e1 � ϕpeq � ϕpa�1 � aq � ϕpa�1q � ϕpaq,

òîáòî ϕpa�1q � ϕpaq�1.
3) ßêùî a1, b1 P Imϕ, òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè a, b P G, ùî ϕpaq � a1,

ϕpbq � b1. Îñêiëüêè pG, �q � ãðóïà, òî a � b, a�1 P G. Òîäi
a1 � b1 � ϕpaq � ϕpbq � ϕpa � bq P Imϕ,

i
pa1q�1 � ϕpaq�1 � ϕpa�1q P Imϕ,

òîáòî Imϕ � ïiäãðóïà ãðóïè pG1, �q.
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4) Íåõàé a, b P Kerϕ, òîáòî ϕpaq � ϕpbq � e1. Òîäi

ϕpa � bq � ϕpaq � ϕpbq � e1 � e1 � e1, çâiäêè a � b P Kerϕ.

Îñêiëüêè

ϕpa�1q � ϕpaq�1 � e1�1 � e1, òî a�1 P Kerϕ.

Îòæå, Kerϕ � ïiäãðóïà ãðóïè pG, �q.
Äëÿ êîæíèõ g P G, a P Kerϕ ìà¹ìî:

ϕpg�1 � a � gq � ϕpg�1q � ϕpaq � ϕpgq �
� ϕpgq�1 � e1 � ϕpgq � ϕpgq�1 � ϕpgq � e1.

Òàêèì ÷èíîì, g�1�a�g P Kerϕ, à òîìó Kerϕ � íîðìàëüíà ïiäãðóïà
ãðóïè pG, �q.

�

Ïðèêëàä 6.2. Çíàéäåìî âñi ãîìîìîðôiçìè, ÿêi äiþòü ç öèêëi÷íî¨ ãðó-
ïè xay � te, a, . . . , a5u ïîðÿäêó 6 ó öèêëi÷íó ãðóïó xby � te1, b, . . . , b8u
ïîðÿäêó 9.

Íåõàé ϕ : xay Ñ xby � ãîìîìîðôiçì i ϕpaq � bm, äå m P t0, 1, . . . , 8u.
Òîäi

ϕpakq � ϕpa � . . . � aq � ϕpaq � . . . � ϕpaq � pϕpaqqk � pbmqk � bmk

äëÿ êîæíîãî k P Z.
Çîêðåìà ïðè k � 6 ìà¹ìî:

b6m � ϕpa6q � ϕpeq � e1.

Îñêiëüêè |b| � 9, òî 6m äiëèòüñÿ íà 9, çâiäêè 2m äiëèòüñÿ íà 3. Ç
p2, 3q � 1 âèïëèâà¹, ùî m äiëèòüñÿ íà 3, à òîìó m P t0, 3, 6u.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî 3 ãîìîìîðôiçìè:

ϕ1 : ak ÞÑ b0k � e1, ϕ2 : ak ÞÑ b3k, ϕ3 : ak ÞÑ b6k.

Âðàõîâóþ÷è, ùî b9�i � bi, çàäàìî ¨õ ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òàáëèöi:

x ϕ1pxq ϕ2pxq ϕ3pxq
e e1 e1 e1

a e1 b3 b6

a2 e1 b6 b3

a3 e1 e1 e1

a4 e1 b3 b6

a5 e1 b6 b3
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Ç òàáëèöi çíàõîäèìî:

Kerϕ1 � xay, Kerϕ2 � Kerϕ3 � te, a3u,
Imϕ1 � te1u, Imϕ2 � Imϕ3 � te1, b3, b6u.

ßêùî ϕ : G Ñ G1 � ãîìîìîðôiçì ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q, òî ïiäãðó-
ïó Imϕ � ϕpGq ãðóïè pG1, �q íàçèâàþòü çîáðàæåííÿì ãðóïè pG, �q â ãðóïi
pG1, �q. Çîáðàæåííÿì ãðóïè ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q íàçèâàþòü òàêîæ i ãî-
ìîìîðôiçì ϕ : GÑ G1. Çîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ òî÷íèì, ÿêùî ϕ : GÑ G1 �
ií'¹êöiÿ. Ãîìîìîðôiçì ϕ : GÑ GLpn, F q íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì çîáðàæåííÿì
ãðóïè pG, �q â ãðóïi GLpn, F q.

Òâåðäæåííÿ 6.2.

ßêùî ϕ : G Ñ G1 � ãîìîìîðôiçì ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q, a � åëå-
ìåíò ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ãðóïè pG, �q, òî |ϕpaq| ¹ äiëüíèêîì |a|.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |a| � n, |ϕpaq| � m. Çà îçíà÷åííÿì ãîìîìîðôiçìó
ϕpaqn � ϕpanq � ϕpeq � e1. Òîäi m ¹ äiëüíèêîì n çà òåîðåìîþ 3.2. �

Ãîìîìîðôiçì ϕ : G Ñ G1 íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìîðôiçìîì, ÿêùî Kerϕ � teu.
Ç îçíà÷åííÿ ÿäðà âèïëèâà¹, ùî ãîìîìîðôiçì ϕ ¹ ìîíîìîðôiçìîì òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ϕ ¹ ií'¹êöi¹þ.

ßêùî Imϕ � G1, òî ãîìîìîðôiçì ϕ : G Ñ G1 íàçèâà¹òüñÿ åïiìîðôiçìîì.
Çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó ϕ � ñþð'¹êöiÿ.

Ãîìîìîðôiçì ϕ : G Ñ G1, ÿêèé ¹ îäíî÷àñíî ìîíîìîðôiçìîì i åïiìîðôi-
çìîì, íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, à ãðóïè pG, �q i pG1, �q � içîìîðôíèìè. Ó
öüîìó âèïàäêó ïèøåìî pG, �q � pG1, �q. Ãîìîìîðôiçì ϕ : G Ñ G1 ¹ içîìîð-
ôiçìîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ái¹êöi¹þ. Içîìîðôíi ãðóïè
ìàþòü îäíàêîâó áóäîâó, à òîìó â òåîði¨ ãðóï âîíè íå ðîçðiçíÿþòüñÿ. Îäíèì ç
îñíîâíèõ çàâäàíü òåîði¨ ãðóï ¹ êëàñèôiêàöiÿ ãðóï ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

ßêùî ϕ : G Ñ G1 � ìîíîìîðôiçì, òî ãðóïà pG, �q � içîìîðôíà ïiäãðóïi
Imϕ ãðóïè G1. Òîìó ìîíîìîðôiçì ϕ : G Ñ G1 íàçèâàþòü òàêîæ âêëàäåííÿì
ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q.

Ïðèêëàä 6.3. Ðîçãëÿíåìî ãðóïè pR,�q i pR�, �q, äå R� � tx P R | x ¡ 0u.
Âiäîáðàæåííÿ ψ : RÑ R�, ϕpxq � 2x, ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Äiéñíî,

ψpx� yq � 2x�y � 2x2y � ψpxqψpyq
äëÿ êîæíèõ x, y P R.
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Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî y P R� äiéñíå ÷èñëî x � log2 y âiäîáðàæà¹-
òüñÿ â y:

ψpxq � ψplog2 yq � 2log2 y � y.

Îòæå, ψ � åïiìîðôiçì. ßêùî ψpxq � ψpyq, òî 2x � 2y, çâiäêè x � y.
Òîìó ψ � ìîíîìîðôiçì.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ ψ : R Ñ R� ¹ içîìîðôiçìîì, à ãðóïè
pR,�q i pR�, �q � içîìîðôíi.

Ãîìîìîðôiçì ϕ : G Ñ G íàçèâà¹òüñÿ åíäîìîðôiçìîì ãðóïè pG, �q. Ìíî-
æèíó âñiõ åíäîìîðôiçìiâ ãðóïè pG, �q ïîçíà÷àþòü ÷åðåç EndpGq.

Ái¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ϕ : G Ñ G íàçèâà¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì ãðóïè
pG, �q. ×åðåç AutpGq ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè pG, �q.

Ïðèêëàä 6.4. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ãðóïè pG, �q âiä-
îáðàæåííÿ

ψa : GÑ G, ψapxq � a�1 � x � a
¹ àâòîìîðôiçìîì. Äiéñíî,

ψapx � yq � a�1 � x � y � a � a�1 � x � a � a�1 � y � a � ψapxq � ψapyq
äëÿ êîæíèõ x, y P G.

ßêùî ψapxq � ψapyq, òî a�1 � x � a � a�1 � y � a, çâiäêè x � y, i ψa �
ií'¹êöiÿ. Äëÿ êîæíîãî y P G åëåìåíò x � a � y � a�1 âiäîáðàæà¹òüñÿ â y,
à òîìó ψa � ñþð'¹êöiÿ.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ ψa � àâòîìîðôiçì ãðóïè G.

Àâòîìîðôiçì ψa : G Ñ G, ψapxq � a�1 � x � a, íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì
àâòîìîðôiçìîì ãðóïè pG, �q, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a P G. Ìíîæèíó âñiõ
âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè pG, �q ïîçíà÷àþòü ÷åðåç InnpGq.

Òâåðäæåííÿ 6.3.

Êîæíà íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ¹ içîìîðôíîþ ãðóïi pZ,�q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � xay � íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðîäæåíà
åëåìåíòîì a. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ψ : ZÑ G, ψpnq � an.

Äëÿ êîæíèõ m, k P Z ìà¹ìî:

ψpm� kq � am�k � amak � ψpmqψpkq.
Òîìó ψ � ãîìîìîðôiçì.
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Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò g P G ¹ ñòåïåíåì åëåìåíòà a, òî g � an

äëÿ äåÿêîãî n P Z. Çâiäêè ψpnq � an � g, à òîìó ψ ¹ åïiìîðôiçìîì.
Ç îçíà÷åííÿ íåñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè âèïëèâà¹, ùî ak � am ïðè
k � m, à òîìó ψ � ìîíîìîðôiçì. �

Òâåðäæåííÿ 6.4.

Êîæíà ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n ¹ içîìîðôíîþ ãðóïi

Cn � tz P C | zn � 1u
êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � xay � te, a, . . . , an�1u � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðó-
ïà ïîðÿäêó n, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì a. Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïëåêñíi êîðåíi
n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ìàþòü âèãëÿä:

ξk � cos
2πk

n
� i sin

2πk

n
, äå k P t0, 1, . . . , n� 1u.

Çàóâàæèìî, ùî ξn�i � ξi i an�i � ai äëÿ êîæíîãî i P Z. Ðîçãëÿíåìî
âiäîáðàæåííÿ

ψ : Cn Ñ G, ψpξkq � ak.

Äëÿ êîæíèõ ξm, ξk P Cn ìà¹ìî:
ψpξmξkq � ψpξm�kq � am�k � amak � ψpξmqψpξkq.

Òîìó ψ � ãîìîìîðôiçì.
Íåõàé ψpξmq � ψpξkq, äå m, k P t0, 1, . . . , n � 1u. Òîäi am � ak. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî
am�k � ak�m � e i |m� k|   n.

Îñêiëüêè a � åëåìåíò ïîðÿäêó n, òî m � k � 0, à îòæå, ξm � ξk.
Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ åïiìîðôiçìîì, à òîìó ψ � içîìîðôiçì
ãðóï Cn i G. �

Íåõàé pG, �q � ãðóïà,H � ¨¨ íîðìàëüíà ïiäãðóïà. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

π : GÑ G{H, πpgq � g.

Îñêiëüêè

πpa � bq � a � b � a � b � πpaq � πpbq

äëÿ êîæíèõ a, b P G, òî âiäîáðàæåííÿ π ¹ ãîìîìîðôiçìîì.
Ãîìîìîðôiçì π : G Ñ G{H íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíiì ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè

G íà ôàêòîðãðóïó G{H. Î÷åâèäíî, ùî Kerπ � H.
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Òåîðåìà 6.1 (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè äëÿ ãðóï).

ßêùî ϕ : G Ñ G1 � ãîìîìîðôiçì ãðóïè pG, �q â ãðóïó pG1, �q, òî ôàê-
òîðãðóïà ãðóïè G çà ÿäðîì Kerϕ içîìîðôíà îáðàçó Imϕ, òîáòî G{Kerϕ �
Imϕ. Çîêðåìà, ÿêùî ϕ : GÑ G1 � åïiìîðôiçì, òî G{Kerϕ � G1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 6.1(4) ÿäðî H � Kerϕ ¹ íîð-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òî ôàêòîðãðóïà G{H iñíó¹. Ïîñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòó g � g � H, äå g P G, ôàêòîðãðóïè G{H åëåìåíò
ϕpgq ïiäãðóïè Imϕ � ϕpGq ãðóïè G1, òîáòî âèçíà÷èìî âiäïîâiäíiñòü

ψ : G{H Ñ Imϕ � G1, ψpgq � ϕpgq.
Îñêiëüêè g � πpgq, äå π : G Ñ G{H � ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì, òî

äëÿ êîæíîãî g P G ìà¹ìî ψpπpgqq � ϕpgq, òîáòî ψ � π � ϕ.
Çîáðàçèìî âèçíà÷åíó âiäïîâiäíiñòü äiàãðàìàìè:

G
ϕ

//

π

&&

G1 g � ϕ
//

�
π

��

ϕpgq

G{H
ψ

==

g
:

ψ

<<

ßêùî a P g, òî a � g � h äëÿ äåÿêîãî h P H, à òîìó

ϕpaq � ϕpg � hq � ϕpgq � ϕphq � ϕpgq � e1 � ϕpgq.
Òàêèì ÷èíîì, âiäïîâiäíiñòü ψ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà

ñóìiæíîãî êëàñó i êîæíîìó åëåìåíòó g P G{H ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
¹äèíèé åëåìåíò ϕpgq P Imϕ, òîáòî ψ ¹ âiäîáðàæåííÿì ãðóïèG{H â ãðóïó
Imϕ.

Îñêiëüêè

ψpa � bq � ψpa � bq � ϕpa � bq � ϕpaq � ϕpbq � ψpaq � ψpbq,
òî ψ � ãîìîìîðôiçì.

ßêùî ϕpaq � äîâiëüíèé åëåìåíò îáðàçó Imϕ, òî ϕpaq � ψpaq, òîáòî ψ
� ñþð'¹êöiÿ.

ßêùî ψpaq � ψpbq, òî ϕpaq � ϕpbq. Òîäi ϕpa�1 � bq � e1, à òîìó
a�1 � b P Kerϕ � H, çâiäêè a � b. Òàêèì ÷èíîì, ψ � ií'¹êöiÿ, à îòæå, ψ �
içîìîðôiçì ãðóï G{H i Imϕ. �

Ïðèêëàä 6.5. Ïîêàæåìî, ùî ôàêòîðãðóïà ãðóïè pRzt0u, �q çà ïiäãðóïîþ
H � t�1, 1u ¹ içîìîðôíîþ ãðóïi pR�, �q. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : Rzt0u Ñ R�, ϕpxq � |x|.



Ëåêöiÿ 6. ÌÎÐÔIÇÌÈ ÃÐÓÏ. ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÅËI 57

Îñêiëüêè

ϕpxyq � |xy| � |x| � |y| � ϕpxqϕpyq i Imϕ � R�,

òî âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ åïiìîðôiçìîì ç ÿäðîì

Kerϕ � tx P R | ϕpxq � 1u � tx P R | |x| � 1u � t�1, 1u.
Çà òåîðåìîþ 6.1 ôàêòîðãðóïà ãðóïè pRzt0u, �q çà ïiäãðóïîþ Kerϕ �

t�1, 1u � H ¹ içîìîðôíîþ ãðóïi Imϕ � R�.

Ïðèêëàä 6.6. Ïîêàæåìî, ùî íå iñíó¹ åïiìîðôiçìó ϕ : S3 Ñ C3. Äiéñíî,
ÿêáè òàêèé åïiìîðôiçì iñíóâàâ, òî S3{Kerϕ � C3. Çà òåîðåìîþ Ëàãðàí-
æà |Kerϕ| � |S3|

|C3| � 6
3
� 2. Îòæå, Kerϕ � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó 2

ãðóïè S3. Îäíàê ãðóïà S3 íå ìiñòèòü íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ïîðÿäêó 2.

Íåõàé pG, �q � ãðóïà. Äëÿ êîæíîãî a P G âiäîáðàæåííÿ

la : GÑ G, lapgq � a � g
íàçèâàòèìåìî ëiâèì çñóâîì íà åëåìåíò a.

Òåîðåìà 6.2 (Òåîðåìà Êåëi).

Êîæíà ãðóïà pG, �q içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè SG.

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî a P G âiäîáðàæåííÿ
la ¹ ïiäñòàíîâêîþ íà ìíîæèíi G, òîáòî � ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.
ßêùî lapg1q � lapg2q, òî a � g1 � a � g2, çâiäêè, äîìíîæèâøè íà a�1 çëiâà,
îòðèìà¹ìî g1 � g2. Îòæå, la : G Ñ G � ií'¹êöiÿ. Äëÿ êîæíîãî g P G
åëåìåíò h � a�1 � g P G âiäîáðàæà¹òüñÿ â g:

laphq � lapa�1 � gq � a � a�1 � g � g,

à òîìó la : GÑ G � ñþð'¹êöiÿ. Òàêèì ÷èíîì, la : GÑ G ¹ ïiäñòàíîâêîþ,
òîáòî la P SG.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

ψ : GÑ SG, ψpaq � la.

Ïîêàæåìî, ùî la � lb � la�b äëÿ êîæíèõ a, b P G. Äiéñíî, äëÿ êîæíîãî
g P G ìà¹ìî:

la � lbpgq � laplbpgqq � lapb � gq � a � pb � gq � pa � bq � g � la�bpgq.
Îñêiëüêè

ψpa � bq � la�b � la � lb � ψpaq � ψpbq,
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òî ψ � ãîìîìîðôiçì.
ßêùî a � b, òî lapeq � a � b � lbpeq. Îòæå, la � lb, à òîìó ψ �

ìîíîìîðôiçì.
Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà pG, �q ¹ içîìîðôíîþ ïiäãðóïi

Imψ � ψpGq � t la | a P G u
ãðóïè SG. �

Ïðèêëàä 6.7. Ïîáóäó¹ìî âêëàäåííÿ ãðóïè Êëåéíà

V4 � xa, b | a2 � b2 � e, ab � bay
â ãðóïó S4. Ïîêëàäåìî c � ab. Êîðèñòóþ÷èñü äîâåäåííÿì òåîðåìè Êåëi,
îòðèìà¹ìî:

ψpeq � le �
�

e a b c

ee ea eb ec

�
�
�
e a b c

e a b c

�
� peq,

ψpaq � la �
�

e a b c

ae aa ab ac

�
�
�
e a b c

a e c b

�
� peaqpbcq,

ψpbq � lb �
�

e a b c

be ba bb bc

�
�
�
e a b c

b c e a

�
� pebqpacq,

ψpcq � lc �
�

e a b c

ce ca cb cc

�
�
�
e a b c

c b a e

�
� pecqpabq.

Çàíóìåðóâàâøè åëåìåíòè e, a, b, c ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4 âiäïîâiäíî, îòðè-
ìà¹ìî, ùî ãðóïà V4 içîìîðôíà ïiäãðóïi

H � tp1q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu
ãðóïè S4.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 32�34, 37�39, 62�64], [9, ñ. 106�112], [11, ñ. 12�

14], [12, ñ. 97�100], [13, ñ. 36�41], [15, ñ. 141-146, 165�174].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 6.

6.1. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè pZ,�q ó ñåáå âiäîáðàæåííÿ:

à) ϕpnq � 4n; á) ϕpnq � 3n� 2; â) ϕpnq � n2.

6.2. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ, çàäàíå ôîðìóëîþ ψpxq � 5 lnx, ¹ içîìîð-
ôiçìîì ãðóïè pR�, �q â ãðóïó pR,�q.
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6.3. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

f : R� RÑ R, fpx, yq � x� y,

¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè pR � R,�q, äå pa, bq � pc, dq � pa � c, b � dq, â ãðóïó
pR,�q. Çîáðàçèòè éîãî ÿäðî òà ïðîîáðàçè ãåîìåòðè÷íî.

6.4. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : RÑ Czt0u, ϕpθq � cos θ � i sin θ,

¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï pR,�q òà pCzt0u, �q. Äîâåñòè, ùî éîãî ÿäðî içîìîðôíå
pZ,�q.
6.5. Ïîáóäóâàòè âñi ãîìîìîðôiçìè ç öèêëi÷íî¨ ãðóïè C12 ó öèêëi÷íó ãðóïó
C15. Çíàéòè ¨õ ÿäðà òà îáðàçè.

6.6. Äîâåñòè, ùî ãðóïè 4Z{12Z i 3Z{9Z � içîìîðôíi.

6.7. Ïîáóäóâàòè òî÷íå ëiíiéíå çîáðàæåííÿ ãðóïè C4 â ãðóïi GLp2,Cq.
6.8. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕpxq � x2 � 1 ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè
pQzt0u, �q â ãðóïó Qzt1u ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ a � b � ab� a� b� 2.

6.9. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕpxq � 3x � 2 ¹ içîìîðôiçìîì ãðóïè pR,�q
â ãðóïó p�2,�8q ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ �, äå a � b � ab� 2pa� b� 1q.
6.10. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî α P R ãðóïà pα,�8q ç îïåðàöi¹þ x � y �
px� αqpy � αq � α içîìîðôíà ãðóïi pR,�q.
6.11. Äîâåñòè, ùî ãîìîìîðôiçì ψ : GÑ G1 ¹ içîìîðôiçìîì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè iñíó¹ òàêå âiäîáðàæåííÿ φ : G1 Ñ G, ùî ψ � φ � IdG1 i φ � ψ � IdG.

6.12. Íåõàé ψ : GÑ G1 � içîìîðôiçì, a, b P G. Äîâåñòè:

 |a| � |ψpaq|;

 ab � ba òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ψpaqψpbq � ψpbqψpaq.

6.13. Ïîêàçàòè, ùî äâi ñêií÷åííi ãðóïè G i G1 ¹ içîìîðôíèìè òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà ái¹êöiÿ ψ : G Ñ G1, ùî ïðè çàìiíi â òàáëèöi Êåëi ãðóïè
G âñiõ åëåìåíòiâ ¨õ îáðàçàìè â ãðóïi G1, îòðèìà¹ìî òàáëèöþ Êåëi ãðóïè G1.

6.14. Äîâåñòè, ùî ãðóïà S3 ¹ içîìîðôíîþ ãðóïi pt0, 1, 2, 3, 4, 5u, �q, äå a � b �
îñòà÷à âiä äiëåííÿ a� p�1qab íà 6.

6.15. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî n P N ôàêòîðãðóïà Z{2nZ ãðóïè pZ, �q, äå
a � b � p�1qba� b, çà ïiäãðóïîþ 2nZ ¹ içîìîðôíîþ äiåäðàëüíié ãðóïi Dn.

6.16. Íåõàé G � pCzt0u, �q. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ åíäîìîðôiçìîì.
Çíàéòè éîãî îáðàç i ÿäðî. Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè ïðî
ãîìîìîðôiçìè, ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì ψ : G{KerϕÑ Imϕ, ÿêùî:
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à) ϕpzq � |z|; á) ϕpzq � z
|z| ; â) ϕpzq � z

z
.

6.17. Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó òåîðåìó ïðî ãîìîìîðôiçìè, ïîêàçàòè, ùî
ôàêòîðãðóïà Sn{An içîìîðôíà ïiäãðóïi t�1, 1u ãðóïè pRzt0u, �q.
6.18. Äîâåñòè, ùî GLpn,Rq{SLpn,Rq � pRzt0u, �q.
6.19. Äîâåñòè, ùî ôàêòîðãðóïà ãðóïè pQ�, �q çà ïiäãðóïîþ H âñiõ äîäàòíiõ
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ÷àñòêè äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë,
¹ içîìîðôíîþ ãðóïi pZ,�q.
6.20. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : RÑ T � tz P C : |z| � 1u, ϕpxq � e2πxi � cosp2πxq � i sinp2πxq
¹ åïiìîðôiçìîì ãðóïè pR,�q íà ãðóïó pT, �q. Âèâåñòè çâiäñè, ùî R{Z � T.

6.21. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà pQ�, �q íå ¹ içîìîðôíîþ ãðóïi pQ,�q.
6.22. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà EndpGq ç îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ¹ ìîíî¨äîì, àëå
íå ¹ ãðóïîþ.

6.23. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà AutpGq ¹ ïiäãðóïîþ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè SG.

6.24. Äîâåñòè, ùî InnpGq � AutpGq.
6.25. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ : Czt0u Ñ Czt0u, ψpa � ibq � a � ib, ¹
àâòîìîðôiçìîì ãðóïè pCzt0u, �q.
6.26. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ : G Ñ G, ψpgq � g�1, ¹ àâòîìîðôiçìîì
àáåëåâî¨ ãðóïè G.

6.27. Íåõàé G � àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n, pn,mq � 1, m P N. Äîâåñòè, ùî
âiäîáðàæåííÿ ϕ : g ÞÑ gm ¹ àâòîìîðôiçìîì ãðóïè G.

6.28. Çíàéòè ìîíî¨ä åíäîìîðôiçìiâ òà ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ öèêëi÷íî¨ ãðóïè
ïîðÿäêó n.

6.29. Çà ÿêèõ óìîâ íà ãðóïó G âiäîáðàæåííÿ ϕ : G Ñ G, ϕ : g ÞÑ g2, ¹
ãîìîìîðôiçìîì?

6.30. Ïîáóäóâàòè âêëàäåííÿ ãðóïè Q8 â ãðóïó S8.

6.31. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ íåòðèâiàëüíîãî ãîìîìîðôiçìó ç ãðóïè ïîðÿäêó
5 â ãðóïó ïîðÿäêó 6.

6.32. Ç'ÿñóâàòè, íà ÿêi ç ãðóï C2, C4 i V4 iñíóþòü åïiìîðôiçìè ç ãðóïè Q8.

6.33. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹ åïiìîðôiçì ϕ : A4 Ñ V4.

6.34. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ íåòðèâiàëüíèõ ãîìîìîðôiçìiâ ϕ : QÑ Z.
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6.35. Êîðîòêîþ òî÷íîþ ïîñëiäîâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïîñëiäîâíiñòü

teu Ñ A
fÝÑ B

gÝÑ C Ñ teu
ãðóï òà ãîìîìîðôiçìiâ, ùî îáðàç êîæíîãî ãîìîìîðôiçìó çáiãà¹òüñÿ ç ÿäðîì
íàñòóïíîãî ãîìîìîðôiçìó. Äîâåñòè, ùî

à) f : AÑ B � ìîíîìîðôiçì;
â) B{fpAq � C.

á) g : B Ñ C � åïiìîðôiçì;

6.36. Íåõàé ϕ : GÑ G1 � ãîìîìîðôiçì ãðóïè G â ãðóïó G1, H � G. Äîâåñòè,
ùî ϕpHq � Imϕ.

6.37. Íåõàé ϕ : G Ñ G1 � ãîìîìîðôiçì, H 1 � ïiäãðóïà ãðóïè G1. Äîâåñòè,
ùî H � ϕ�1pH 1q ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, i ÿêùî H 1 � G1, òî H � G. Âèâåñòè
çâiäñè, ùî Kerϕ � G.

6.38. Íåõàé H � G. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè K ãðóïè G âiäîáðà-
æåííÿ

ϕ : KH{H Ñ K{pH XKq, ϕ : aH ÞÑ apK XHq
¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêöiÿ 7. Äiÿ ãðóïè íà ìíîæèíi. Öåíòð ãðó-

ïè

Íåõàé X � ìíîæèíà, G � ãðóïà. Ó öié ëåêöi¨ ðîçãëÿäàòèìåìî âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêi êîæíié ïàði åëåìåíòiâ g P G i x P X ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò
y P X. Iíøèìè ñëîâàìè, ìîâà áóäå éòè ïðî âiäîáðàæåííÿ � : G�X Ñ X. Äëÿ
ñïðîùåííÿ çàïèñó îáðàç �pg, xq P X ïàðè pg, xq P G�X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
g � x. ßêùî ç êîíòåêñòó çðîçóìiëî ïðî ÿêó îïåðàöiþ � éäå ìîâà, òî çàìiñòü
g � x ïèñàòèìåìî gx.

Äi¹þ ãðóïè pG, �q íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ � : G�X Ñ X,
äëÿ ÿêîãî âèêîíàíî íàñòóïíi óìîâè:

1) e � x � x äëÿ êîæíîãî x P X;
2) pg � hq � x � g � ph � xq äëÿ êîæíèõ g, h P G, x P X.

Ðîçãëÿíåìî áiíàðíå âiäíîøåííÿ

ρ � X �X, px, yq P ρ ô Dg P G py � g � xq.
Äàíå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Äiéñíî:

1) Ðåôëåêñèâíiñòü. Äëÿ êîæíîãî x P X âèêîíàíî x � e�x, à òîìó px, xq P
ρ.

2) Ñèìåòðè÷íiñòü. Íåõàé px, yq P ρ. Òîäi y � g � x äëÿ äåÿêîãî g P G.
Òîäi g�1 � y � g�1 � pg � xq � pg�1 � gq � x � e � x � x, à òîìó py, xq P ρ.
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3) Òðàíçèòèâíiñòü. Íåõàé px, yq, py, zq P ρ. Òîäi y � h � x i z � g � y äëÿ
äåÿêèõ h, g P G. Çâiäñè z � g � ph � xq � pg � hq � x, à òîìó px, zq P ρ.

Îòæå, âiäíîøåííÿ ρ çàäà¹ äåÿêå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè X.
Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi G � x � tg � x | g P Gu åëåìåíòà x P X íàçèâà¹òüñÿ

îðáiòîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì x. Òàêèì ÷èíîì, ïiä äi¹þ ãðóïè G ìíîæè-
íà X ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåòèííi îðáiòè. Ïîòóæíiñòü îðáiòè G � x
íàçèâàòèìåìî òàêîæ äîâæèíîþ îðáiòè åëåìåíòà x.

Äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíiX íàçèâà¹òüñÿòðàíçèòèâíîþ, ÿêùî âñi åëåìåíòè
ìíîæèíè X íàëåæàòü îäíié îðáiòi ïðè öié äi¨. Â öüîìó âèïàäêó ìíîæèíó X
íàçèâàþòü îäíîðiäíèì G-ïðîñòîðîì. Äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ
âiëüíîþ, ÿêùî g � x � h � x äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ g, h P G i äîâiëüíîãî x P X.

ßêùî ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi X, òî ñòàáiëiçàòîðîì åëåìåíòà x P X
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Stpxq âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G, ÿêi íå çìiíþþòü x, òîáòî

Stpxq � tg P G | g � x � xu.

Òâåðäæåííÿ 7.1.

Ñòàáiëiçàòîð Stpxq êîæíîãî åëåìåíòà x P X ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g, h P Stpxq. Òîäi g � x � x i h � x � x, çâiäêè

pg � hq � x � g � ph � xq � g � x � x

i
g�1 � x � g�1 � pg � xq � pg�1 � gq � x � e � x � x.

Òàêèì ÷èíîì, g � h, g�1 P Stpxq, à òîìó Stpxq � ïiäãðóïà ãðóïè G. �
Çðîçóìiëî, ùî äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X ¹ âiëüíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ñòàáiëiçàòîð êîæíîãî åëåìåíòà x P X ¹ îäèíè÷íîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.
Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó Stpxq íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ

ãðóïè G.

Ïðèêëàä 7.1. Íåõàé X � t�2,�?2, 0,
?

2, 2u, Z � ãðóïà öiëèõ ÷èñåë ç
îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

� : Z�X Ñ X, n � x � p�1qnx.
Îñêiëüêè 0 � x � p�1q0x � x i

n � pm � xq � n � pp�1qmxq � p�1qnp�1qmx � p�1qn�mx � pn�mq � x
äëÿ êîæíèõ n,m P Z, x P X, òî � : Z�X Ñ X � äiÿ ãðóïè Z íà ìíîæèíi
X.
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Îðáiòîþ åëåìåíòà x P X ¹ ìíîæèíà

Z � x � tp�1qnx | n P Zu � t�x, xu.
Òàêèì ÷èíîì, ïiä äi¹þ ãðóïè Z ìíîæèíàX ðîçiá'¹òüñÿ íà òðè îðáiòè:

t�2, 2u, t�
?

2,
?

2u i t0u.
Ñòàáiëiçàòîðîì åëåìåíòà x P X ¹ ïiäãðóïà

Stpxq � tn P Z | n � x � xu � tn P Z | p�1qnx � xu � Z.
Òàêèì ÷èíîì, Stp0q � Z i Stpxq � 2Z äëÿ êîæíîãî x P Xzt0u. Ðîç-

ãëÿíóòà äiÿ íå ¹ íi òðàíçèòèâíîþ, íi âiëüíîþ.

Ïðèêëàä 7.2. ßêùî X � äîâiëüíà ìíîæèíà i G � ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨
ãðóïè SX , òî G äi¹ íà ìíîæèíi X çà ïðàâèëîì � : ps, xq ÞÑ spxq äëÿ
êîæíèõ s P G, x P X. Âèçíà÷åíó äiþ íàçèâàòèìåìî ïðèðîäíüîþ. Íåõàé
G � SX . Òîäi äëÿ êîæíîãî x P X òðàíñïîçèöiÿ paxq P SX ïåðåâîäèòü
a P X â x, çâiäêè G � a � X. Òàêèì ÷èíîì, äiÿ ãðóïè SX íà ìíîæèíi X
¹ òðàíçèòèâíîþ, à ìíîæèíà X ¹ îäíîðiäíèì SX-ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 7.3. Íåõàé X � ìíîæèíà òî÷îê ïëîùèíè, G � ãðóïà âñiõ âåêòî-
ðiâ ïëîùèíè ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ. Äiþ âåêòîðà íà òî÷êó âè-
çíà÷èìî ÿê ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ òî÷êè íà âiäïîâiäíèé âåêòîð. Áóäü-
ÿêó çàôiêñîâàíó òî÷êó x P X âñi âåêòîðè ïëîùèíè ïåðåíåñóòü ó êîæíó
òî÷êó ïëîùèíè. Òàêèì ÷èíîì, îðáiòà êîæíî¨ òî÷êè ñïiâïàäà¹ ç ìíîæè-
íîþ âñiõ òî÷îê ïëîùèíè, òîáòî äiÿ ãðóïè âåêòîðiâ íà ìíîæèíi òî÷îê
ïëîùèíè ¹ òðàíçèòèâíîþ, à ìíîæèíà X ¹ îäíîðiäíèì G-ïðîñòîðîì.

Òâåðäæåííÿ 7.2.

Íåõàé � : G�X Ñ X � äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X. Òîäi äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà x P X äîâæèíà îðáiòè G � x äîðiâíþ¹ iíäåêñó ñòàáiëiçàòîðà
åëåìåíòà x â ãðóïi G, òîáòî |G � x| � |G : Stpxq|.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäïîâiäíiñòü

ψ : G � xÑ pG : Stpxqq, ψpg � xq � gStpxq,
äå pG : Stpxqq � ìíîæèíà ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ
Stpxq.
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ßêùî g�x � h�x, òî ph�1gq�x � x, òîáòî h�1g P Stpxq. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî g P hStpxq, à òîìó gStpxq � hStpxq. Òàêèì ÷èíîì, ψ � (îäíîçíà-
÷íå) âiäîáðàæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äàíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ñþð'¹êòèâíèì.
Ïîêàæåìî, ùî âîíî ¹ ií'¹êòèâíèì. Íåõàé ψpg � xq � ψph � xq, òîáòî
gStpxq � hStpxq. Òîäi h�1g P Stpxq. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ph�1gq � x � x,
à òîìó g � x � h � x. �

Ç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ i òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹ íàñòóïíèé

Íàñëiäîê 7.1.

ßêùî ãðóïà G � ñêií÷åííà, òî |G| � |G �x| � |Stpxq| äëÿ êîæíîãî x P X.
Çîêðåìà äîâæèíà êîæíî¨ îðáiòè ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó ñêií÷åííî¨ ãðóïè.

ßêùîX � ñêií÷åííà ìíîæèíà iX � G�x1\. . .\G�xk � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè
X íà k îðáiò âiäíîñíî äi¨ � : G�X Ñ X, òî

|X| �
ķ

i�1

|G � xi| �
ķ

i�1

|G : Stpxiq|.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi äi¨ ãðóïè íà ìíîæèíi.
1) Íåõàé G � ãðóïà i PpGq � ìíîæèíà âñiõ ¨¨ ïiäìíîæèí. Ðîçãëÿíåìî âiä-

îáðàæåííÿ
� : G� PpGq Ñ PpGq, g � A � gAg�1.

Îñêiëüêè
e � A � eAe�1 � A

i

pghq � A � pghqApghq�1 � gphAh�1qg�1 � gph � Aqg�1 � g � ph � Aq,
òî � : G� PpGq Ñ PpGq � äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi PpGq.

ÎðáiòàG�A � tgAg�1 | g P Gu ¹ ñiì'¹þ âñiõ ïiäìíîæèí ãðóïèG, ñïðÿæåíèõ
ç ìíîæèíîþ A. Íàéöiêàâiøèì ¹ âèïàäîê, êîëè ìíîæèíà ¹ ïiäãðóïîþ H ãðóïè
G, à îðáiòà � ìíîæèíîþ âñiõ ñïðÿæåíèõ ç H ïiäãðóï.

Ñòàáiëiçàòîð ïiäìíîæèíè A òàêîæ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

NpAq � tg P G | gAg�1 � Au � tg P G | gA � Agu
i íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëiçàòîðîì ïiäìíîæèíè A â ãðóïi G. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî
H � ïiäãðóïà ãðóïè G, òî H � ïiäãðóïà ãðóïè NpHq. Çðîçóìiëî, ùî ïiäãðóïà
H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè NpHq � G.

Ç íàñëiäêó 7.1 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ãðóïè G êiëüêiñòü ði-
çíèõ ïiäìíîæèí, ñïðÿæåíèõ ç ìíîæèíîþ A, äîðiâíþ¹ |G : NpAq|. Çîêðåìà
êiëüêiñòü ðiçíèõ ïiäìíîæèí, ñïðÿæåíèõ ç ìíîæèíîþ A, ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó
ãðóïè G.

2) Íåõàé ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi X � G ñïðÿæåííÿì åëåìåíòiâ:

� : G�GÑ G, g � a � gag�1.
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Îðáiòà G � a � tgag�1 | g P Gu ¹ êëàñîì Kpaq âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G,
ñïðÿæåíèõ ç åëåìåíòîì a.

Ñòàáiëiçàòîð åëåìåíòà a òàêîæ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

Cpaq � tg P G | gag�1 � au � tg P G | ga � agu
i íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëiçàòîðîì åëåìåíòà a â ãðóïi G.

Ïðèêëàä 7.4. Çíàéäåìî êëàñ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ i öåíòðàëiçàòîð åëå-
ìåíòà p12q ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3.

p1qp12qp1q�1 � p12q, p12qp12qp12q�1 � p12q,
p13qp12qp13q�1 � p123qp13q � p23q, p23qp12qp23q�1 � p132qp23q � p13q,
p123qp12qp123q�1 � p13qp132q � p23q, p132qp12qp132q�1 � p23qp123q � p13q.
Îòæå, Kp12q � tp12q, p13q, p23qu.

p1qp12q � p12q � p12qp1q, p12qp12q � p1q,
p12qp13q � p132q � p123q � p13qp12q,
p12qp23q � p123q � p132q � p23qp12q,
p12qp123q � p23q � p13q � p123qp12q,
p12qp132q � p13q � p23q � p132qp12q.

Òàêèì ÷èíîì, Cp12q � tp1q, p12qu.

Ç íàñëiäêó 7.1 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ãðóïè G êiëüêiñòü ði-
çíèõ åëåìåíòiâ, ñïðÿæåíèõ ç åëåìåíòîì a P G, äîðiâíþ¹ |G : Cpaq|. Çîêðåìà
êiëüêiñòü ðiçíèõ åëåìåíòiâ, ñïðÿæåíèõ ç a, ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó ãðóïè G.

Ïðèêëàä 7.5. Íåõàé G � ãðóïà ïîðÿäêó 36, a P G i |a| � 6. Ç'ÿñó¹ìî, ÷è
ìîæå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ñïðÿæåíèõ iç a â ãðóïi G, äîðiâíþâàòè 12.

Îñêiëüêè öèêëi÷íà ïiäãðóïà xay ¹ àáåëåâîþ, òî öåíòðàëiçàòîð Cpaq
åëåìåíòà a ìiñòèòü íå ìåíøå 6 � |xay| åëåìåíòiâ. Òîäi äëÿ êiëüêîñòi k
ðiçíèõ åëåìåíòiâ, ñïðÿæåíèõ ç a, ìà¹ìî:

k � |G : Cpaq| � |G|
|Cpaq| ¤

36

6
� 6.

Òàêèì ÷èíîì, k � 12.

Çàóâàæèìî, ùî Cpaq � ïiäãðóïà ãðóïè G çà òâåðäæåííÿì 7.1.
Öåíòðàëiçàòîðîì ïiäìíîæèíè A ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà

CpAq �
£
aPA

Cpaq � tg P G | @a P A ga � agu.
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Öåíòðàëiçàòîð ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì ãðóïè G i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç ZpGq. Òàêèì ÷èíîì,

ZpGq � tg P G | @a P G ga � agu.
Îñêiëüêè gZpGq � ZpGqg äëÿ êîæíîãî g P G, òî öåíòð ãðóïè G ¹ íîðìàëü-

íîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Çðîçóìiëî, ùî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ZpGq � G.

Ïðèêëàä 7.6. Íåõàé ãðóïà G ìiñòèòü ¹äèíèé åëåìåíò a ïîðÿäêó 2. Ïî-
êàæåìî, ùî a P ZpGq.

Äiéñíî, îñêiëüêè ñïðÿæåíi åëåìåíòè ìàþòü îäíàêîâi ïîðÿäêè, òî åëå-
ìåíò a ñïðÿæåíèé òiëüêè ñàì iç ñîáîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî gag�1 � a äëÿ
âñiõ g P G, òîáòî ag � ga äëÿ áóäü-ÿêîãî g P G.

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ p-ãðóïîþ, ÿêùî |G| � pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, n P N.

Òåîðåìà 7.1.

Êîæíà p-ãðóïà ìà¹ íåîäèíè÷íèé öåíòð.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |G| � pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, n P N. Ðîçãëÿíåìî
äiþ ñïðÿæåííÿ ãðóïè G íà G:

� : G�GÑ G, � : pg, aq ÞÑ gag�1.

Âiäíîñíî öi¹¨ äi¨ ãðóïà G ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ,
ïîòóæíîñòi ÿêèõ ¹ äiëüíèêàìè |G| � pn. ßêùî êëàñ åëåìåíòà a ¹ îäíî-
òî÷êîâèì, òîáòî tg�1ag : g P Gu � tau, òî ga � ag äëÿ êîæíîãî g P G,
à îòæå, a P ZpGq. Çðîçóìiëî, ùî êëàñ êîæíîãî åëåìåíòà öåíòðà ¹ îäíî-
òî÷êîâèì, à òîìó ZpGq ñïiâïàäà¹ ç îá'¹äíàííÿì îäíîòî÷êîâèõ êëàñiâ.
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ðîçáèòòÿ

G � ZpGq \Kpg1q \ . . .\Kpgsq,
äå |Kpgiq| � pki i ki P N äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , su. Òîäi

|G| � |ZpGq| � |Kpg1q| � . . .� |Kpgsq|.
Òàêèì ÷èíîì,

|ZpGq| � pn � ppk1 � . . .� pksq,
à îòæå, |ZpGq| äiëèòüñÿ íà p. �

Ïðèêëàä 7.7. Çíàéäåìî öåíòð ãðóïè êâàòåðíiîíiâ Q8.
Îñêiëüêè 1x � x � x1, p�1qx � �x � xp�1q äëÿ êîæíîãî x P Q8 i
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ij � 1 � �1 � ji,

p�iqk � j � �j � kp�iq,
p�jqp�kq � i � �i � p�kqp�jq,

òî ZpQ8q � t1,�1u.

Òâåðäæåííÿ 7.3.

Êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó p2, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, ¹ àáåëåâîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè öåíòð ZpGq ãðóïè G ¹ íåîäèíè÷íèì çãiäíî ç òå-
îðåìîþ 7.1, òî |ZpGq| P tp, p2u. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà G íå àáåëåâà,
òîáòî |ZpGq| � p. Îñêiëüêè ZpGq ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òî
çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïè |G{ZpGq| � p. Îòæå, ãðóïà
G{ZpGq ¹ öèêëi÷íîþ, ïîðîäæåíîþ äåÿêèì åëåìåíòîì aZpGq P G{ZpGq,
a P G. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî gZpGq � paZpGqqk � akZpGq äëÿ êîæíî-
ãî g P G. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí åëåìåíò g P G ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
g � akz, äå k P Z, z P ZpGq. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ g1, g2 P G,
g1 � ak1z1, g2 � ak2z2 ìà¹ìî:

g1g2 � pak1z1qpak2z2q � ak1ak2z1z2 � ak2ak1z2z1 � ak2z2a
k1z1 � g2g1.

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. �

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 79�88, 57�60], [9, ñ. 103�105], [12, ñ. 41�45,

49�53, 112�132], [15, ñ. 209�225].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 7.

7.1. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ � : G � G Ñ G ¹ äi¹þ òà îïèñàòè îðáiòè i
ñòàáiëiçàòîðè, ÿêùî

à) g � a � ga, á) g � a � ag�1.

7.2. Âèçíà÷èìî äiþ ãðóïè pR,�q íà äiéñíié ïëîùèíi R2 ÿê ïîâîðîò òî÷êè
M P R2 íà êóò α P R íàâêîëî òî÷êè O ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Îïèñàòè
ãåîìåòðè÷íî îðáiòè òà çíàéòè ñòàáiëiçàòîðè öi¹¨ äi¨.

7.3. Çíàéòè îðáiòè òà ñòàáiëiçàòîðè ïðèðîäíüî¨ äi¨ ïiäãðóïèH � xp123q, p34qy
ãðóïè S5 íà ìíîæèíi t1, 2, 3, 4, 5u.
7.4. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði α P R, ÝÑv P E2 ñòàâèòü
âåêòîð, îòðèìàíèé ç ÝÑv ïîâîðîòîì íà êóò α, çàäà¹ äiþ ãðóïè pR,�q íà E2 �
ìíîæèíi âåêòîðiâ ïëîùèíè. Îïèñàòè îðáiòè i ñòàáiëiçàòîðè.
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7.5. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði α P R�, ÝÑv P E2 ñòàâèòü
âåêòîð αÝÑv , çàäà¹ äiþ ãðóïè pR�, �q íà ìíîæèíi E2. Îïèñàòè îðáiòè i ñòàáiëi-
çàòîðè.

7.6. Çíàéòè öåíòðàëiçàòîð åëåìåíòà A �
�

3 0

0 5

�
ãðóïè GLp2,Rq.

7.7. Çíàéòè âñi êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóï Q8 òà D4.

7.8. Çíàéòè íîðìàëiçàòîð òà öåíòðàëiçàòîð öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè xiy ãðóïè Q8.

7.9. Çíàéòè öåíòðàëiçàòîð ïiäãðóïè H � tp1q, p123q, p132qu â ãðóïi S3.

7.10. Çíàéòè íîðìàëiçàòîð ïiäãðóïè H � tp1q, p123q, p132qu â ãðóïi A4. ×è ¹
ïiäãðóïà H íîðìàëüíîþ?

7.11. Çíàéòè ZpGq, ÿêùî

à) G � S3, á) G � A4, â) G � GLpn,Rq.

7.12. Çíàéòè öåíòð ãðóïè ìàòðèöü íàñòóïíîãî âèãëÿäó ç îïåðàöi¹þ ìíîæå-
ííÿ ìàòðèöü:

A �

�
�� 1 0 0

a 1 0

b c 1

�
�
, äå a, b, c P Q.

7.13. Â ãðóïi Z ç îïåðàöi¹þ m � n � p�1qnm� n çíàéòè:
à) öåíòðàëiçàòîð òà êëàñ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ÷èñëà 2;
á) öåíòðàëiçàòîð òà íîðìàëiçàòîð ïiäãðóïè 4Z;
â) öåíòð ãðóïè.

7.14. Äîâåñòè, ùî êîæíà äiÿ ãðóïè ïîðÿäêó 25 íà 2024-åëåìåíòíié ìíîæèíi
ìà¹ ïðèíàéìíi ÷îòèðè îäíîåëåìåíòíi îðáiòè.

7.15. Íåõàé G � ãðóïà ïîðÿäêó 101, g P G. Çíàéòè |Cpgq|.
7.16. Íåõàé g � åëåìåíò ïîðÿäêó n ñêií÷åííî¨ ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî |Cpgq|
äiëèòüñÿ íà n.

7.17. Íåõàé G � ãðóïà ïîðÿäêó 21, a P G, |a| � 7 i a R ZpGq. Çíàéòè êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ãðóïè G, ñïðÿæåíèõ ç åëåìåíòîì a.

7.18. Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G ïîðÿäêó 2. Äîâåñòè, ùî H
ìiñòèòüñÿ â öåíòði ãðóïè G.

7.19. Íåõàé x òà y � åëåìåíòè ãðóïè G, xy � z P ZpGq. Ïîêàçàòè, ùî åëå-
ìåíòè x òà y êîìóòóþòü.

7.20. Äîâåñòè, ùî ψpZpGqq � ZpGq äëÿ êîæíîãî àâòîìîðôiçìó ãðóïè G.
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7.21. Îïèñàòè ñêií÷åííi ãðóïè, ÿêi ìàþòü ðiâíî äâà êëàñè ñïðÿæåíèõ åëå-
ìåíòiâ.

7.22. Äîâåñòè, ùî êîæíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ îá'¹äíàííÿì
äåÿêî¨ êiëüêîñòi êëàñiâ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G.

7.23. Íåõàé K � êëàñ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî äëÿ êî-
æíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæèíà tgn | g P Ku òàêîæ áóäå êëàñîì ñïðÿ-
æåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G.

7.24. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäãðóïà öåíòðó ãðóïè ¹ íîðìàëüíîþ.

7.25. Äîâåñòè, ùî

à) ÿêùî H i K � ñïðÿæåíi ïiäãðóïè ñêií÷åííî¨ ãðóïè G i K � H, òî
K � H;

á) ïiäãðóïè H �
#�

1 n

0 1

�  n P Z

+
i K �

#�
1 2n

0 1

�  n P Z

+

� ñïðÿæåíi â ãðóïi GLp2,Rq i K � H.

7.26. Äîâåñòè, ùî â ïåðiîäè÷íié ãðóïi æîäíà ïiäãðóïà íå ìîæå áóòè ñïðÿ-
æåíà ç ñâî¹þ âëàñíîþ ïiäãðóïîþ.

7.27. Íåõàé ãðóïà Sn äi¹ íà ìíîæèíi X � t1, . . . , nu çà ïðàâèëîì s�x � spxq
äëÿ êîæíèõ s P Sn, x P X. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ spi, jq � pspiq, spjqq
âèçíà÷à¹ äiþ äiþ ãðóïè Sn íà ìíîæèíi X �X. Çíàéòè îðáiòè öi¹¨ äi¨.

7.28. Íåõàé ãðóïà S3 äi¹ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði Ω � R3:

σ � px1, x2, x3q � pϕpσqxσp1q, ϕpσqxσp2q, ϕpσqxσp3qq,

äå ϕ : S3 Ñ t�1u, ϕpσq �
#

1, ÿêùî σ ¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ,

�1, ÿêùî σ ¹ íåïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ öi¹¨ ãðóïîâî¨ äi¨: ÿêùî σ � p13q, òî
σ � p1, 4,�2q � p2,�4,�1q, à ÿêùî τ � p123q, òî τ � p3, 0, 2q � p0, 2, 3q.

à) Íåõàé x � p1, 4, 0q P R3. Çíàéòè ñòàáiëiçàòîð âåêòîðà x âiäíîñíî öi¹¨
äi¨ ãðóïè S3 íà R3. Ñêiëüêè âåêòîðiâ ìiñòèòü îðáiòà âåêòîðà x?

á) Çíàéäiòü òå ñàìå äëÿ âåêòîðiâ x � p1, 1,�1q òà x � p0, 0, 0q.
â) ßêèìè ìîæóòü áóòè ïîòóæíîñòi îðáiò äëÿ öi¹¨ äi¨ ãðóïè S3 íà R3?
ã) ßêi ïiäãðóïè ãðóïè S3 ìîæóòü áóòè ñòàáiëiçàòîðàìè Stpxq âåêòîðà
x P R3?

7.29. Íåõàé � : G�X Ñ X � äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X i Y � X. Ïîêàçàòè,
ùî ìíîæèíà GY � tg P G | g � Y � Y u ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî
GXzY � GY .
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7.30. Íåõàé � : G � X Ñ X � äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X. Ïiäìíîæèíà
Y � X íàçèâà¹òüñÿ G-iíâàðiàíòíîþ, ÿêùî g � y P Y äëÿ êîæíèõ g P G, y P Y .
Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà Y � X ¹ G-iíâàðiàíòíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè Y ¹
îá'¹äíàííÿì G-îðáiò.

7.31. ßäðîì äi¨ � : G�X Ñ X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà tg P G | @x P X g �x �
xu. Äîâåñòè, ùî ÿäðî äi¨ ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

7.32. Íåõàé � : G � X Ñ X � äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X. Äîâåñòè, ùî
âiäîáðàæåííÿ

ϕ : GÑ SX , ϕ : g ÞÑ lg, lgpxq � g � x,
¹ ãîìîìîðôiçìîì. Çíàéòè éîãî ÿäðî.

7.33. Íåõàé G � ãðóïà i X � tα | α : GÑ Ru. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
� : G�X Ñ X, pg � αqpxq � αpgxq

¹ äi¹þ. ×è ¹ äàíà äiÿ âiëüíîþ?

7.34. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G i pG : Hq � ìíîæèíà ëiâèõ ñóìiæíèõ
êëàñiâ ðîçáèòòÿ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

� : G� pG : Hq Ñ pG : Hq, g � pxHq � pgxqH
¹ òðàíçèòèâíîþ äi¹þ. Çíàéòè ÿäðî öi¹¨ äi¨.

7.35. Íåõàé � : G � X Ñ X � äiÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi X. Äîâåñòè, ùî
Stpg � xq � gStpxqg�1 äëÿ êîæíèõ g P G, x P X.

7.36. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ôàêòîðãðóïà G{ZpGq ¹ öèêëi÷íîþ, òî ãðóïà G ¹
àáåëåâîþ.

7.37. Äîâåñòè, ùî ÿêùî G íåàáåëåâà i |G| � p3, òî |ZpGq| � p (p � ïðîñòå
÷èñëî).

7.38. Çíàéòè êiëüêiñòü êëàñiâ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ i êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó
êîæíîìó êëàñi äëÿ íåàáåëåâî¨ ãðóïè ïîðÿäêó p3 (p � ïðîñòå ÷èñëî).

7.39. Ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó îïèñàòè âñi ãðóïè ïîðÿäêó 4.

Ëåêöiÿ 8. Êîìóòàíò ãðóïè. Ðîçâ'ÿçíi ãðóïè

Â àáåëåâié ãðóïi êîæíi äâà åëåìåíòè ïåðåñòàâíi ìiæ ñîáîþ. ßêùî ãðóïà
íåàáåëåâà, òî â íié iñíóþòü íåïåðåñòàâíi åëåìåíòè, òîáòî òàêi åëåìåíòè a i b,
ùî ab � ba. Òîìó ïðèðîäíüî ðîçãëÿíóòè åëåìåíò x, äëÿ ÿêîãî ab � bax, òîáòî
x � a�1b�1ab.

Êîìóòàòîðîì åëåìåíòiâ a i b íàçèâàþòü åëåìåíò a�1b�1ab, ÿêèé ïîçíà÷à-
þòü ra, bs. Çðîçóìiëî, ùî ab � bara, bs. Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè a i b ¹ ïåðå-
ñòàâíèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ra, bs � e � îäèíèöÿ ãðóïè.



Ëåêöiÿ 8. ÊÎÌÓÒÀÍÒ ÃÐÓÏÈ. ÐÎÇÂ'ßÇÍI ÃÐÓÏÈ 71

Ìíîæèíà G1, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñåìîæëèâèõ ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ êîìó-
òàòîðiâ åëåìåíòiâ ãðóïè G, íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàíòîì àáî ïîõiäíîþ ãðóïè G.

Çðîçóìiëî, ùî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G1 � teu.
Òåîðåìà 8.1.

Êîìóòàíò G1 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî e P G1 i äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ ç G1 íàëå-
æèòü G1.

Îñêiëüêè

ra, bs�1 � pa�1b�1abq�1 � b�1a�1ba � rb, as P G1,

i êîæåí åëåìåíò u P G1 ¹ äîáóòêîì u � u1 � . . . � um ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
êîìóòàòîðiâ ui, òî

u�1 � pu1 � . . . � umq�1 � u�1
m � . . . � u�1

1 P G1.

Òàêèì ÷èíîì, G1 � ïiäãðóïà ãðóïè G.
Äëÿ êîæíîãî g P G ìà¹ìî

gra, bsg�1 � ga�1b�1abg�1 � ga�1g�1gb�1g�1gag�1gbg�1 �
� pgag�1q�1pgbg�1q�1gag�1gbg�1 � rgag�1, gbg�1s P G1.

Òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà u P G1, ÿêèé ¹ äîáóòêîì u � u1 � . . . � um
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìóòàòîðiâ ui, îòðèìó¹ìî

gug�1 � gu1u2 � . . . � umg�1 � pgu1g�1qpgu2g�1q � . . . � pgumg�1q P G1.

Òàêèì ÷èíîì, G1 � G. �

Òâåðäæåííÿ 8.1.

Êîæíà ïiäãðóïà H ãðóïè G, ÿêà ìiñòèòü êîìóòàíò G1 ãðóïè G, ¹
íîðìàëüíîþ â ãðóïi G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � G1 i h P H, g P G. Òîäi
g�1hg � phh�1qpg�1hgq � hph�1g�1hgq � hrh, gs P H.

Îñêiëüêè ïiäãðóïà H ðàçîì ç êîæíèì ñâî¨ì åëåìåíòîì ìiñòèòü âñi
ñïðÿæåíi äî íüîãî â ãðóïi G, òî H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. �

Òâåðäæåííÿ 8.2.

Ôàêòîðãðóïà G{G1 � àáåëåâà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b P G{G1. Òîäi

ra, bs � raG1, bG1s � paG1q�1pbG1q�1paG1qpbG1q �
� G1a�1G1b�1aG1bG1 � a�1b�1abG1 � ra, bsG1 � G1 � e.

Îñêiëüêè êîìóòàòîð äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ ãðóïè G{G1 äîðiâíþ¹
îäèíèöi e, òî G{G1 � àáåëåâà ãðóïà. �

Îñêiëüêè êîìóòàíò G1 ãðóïè G ¹ ¨¨ ïiäãðóïîþ, òî â íié ìîæíà òåæ ðîçãëÿ-
íóòè êîìóòàíò pG1q1 i ò.ä.

Òàêèì ÷èíîì, ââàæàþ÷è Gp0q � G, äëÿ êîæíîãî k P N âèçíà÷èìî k-òó
ïîõiäíó ãðóïè G çà ïðàâèëîì:

Gpkq � pGpk�1qq1.
Çàóâàæèìî, ùî Gpkq � Gpk�1q i Gpk�1q{Gpkq � àáåëåâà ãðóïà äëÿ êîæíîãî

k P N.

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî Gpnq � teu äëÿ äåÿêîãî n P NYt0u.
Íàéìåíøå ÷èñëî n ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ íàçèâà¹òüñÿ ñòóïåíåì ðîçâ'ÿçíîñòi
ãðóïè G. Î÷åâèäíî, ùî ñòóïiíü ðîçâ'ÿçíîñòi ãðóïè G äîðiâíþ¹ 1 òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ.

Ïðèêëàä 8.1. Ó ãðóïi Z ç îïåðàöi¹þ m � n � p�1qnm � n çíàéäåìî êî-
ìóòàòîðè âñiõ åëåìåíòiâ, êîìóòàíò ãðóïè òà ç'ÿñó¹ìî, ÷è ¹ äàíà ãðóïà
ðîçâ'ÿçíîþ.

Îäèíèöåþ ãðóïè Z ¹ ÷èñëî 0, îáåðíåíèé äî åëåìåíòà n P Z äîðiâíþ¹
p�1qn�1n.

Íåõàé m,n P Z. Çíàéäåìî êîìóòàòîð rm,ns åëåìåíòiâ m i n (â îá÷è-
ñëåííÿõ áóäåìî âðàõîâóâàòè, ùî p�1q�a � p�1qa):

rm,ns � m�1 � n�1 �m � n � pp�1qm�1mq � pp�1qn�1nq �m � n �
� pp�1qp�1qn�1np�1qm�1m� p�1qn�1nq � pp�1qnm� nqq �

� pp�1qn�m�1m� p�1qn�1nq � pp�1qnm� nq �
� p�1qp�1qnm�npp�1qn�m�1m� p�1qn�1nq � p�1qnm� n �

� �m� p�1qm�1n� p�1qnm� n � pp�1qn � 1qm� pp�1qm�1 � 1qn.
Ïðîàíàëiçó¹ìî êîìóòàòîð

rm,ns � pp�1qn � 1qm� pp�1qm�1 � 1qn
â çàëåæíîñòi âiä ïàðíîñòi ÷èñåë m i n:

 ÿêùî m � 2k, n � 2s, äå k, s P Z, òî rm,ns � 0;

 ÿêùî m � 2k, n � 2s� 1, äå k, s P Z, òî rm,ns � �4k;
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 ÿêùî m � 2k � 1, n � 2s, äå k, s P Z, òî rm,ns � 4s;

 ÿêùî m � 2k� 1, n � 2s� 1, äå k, s P Z, òî rm,ns � �2p2k� 1q�

2p2s� 1q � 4ps� kq.
Ç îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé äëÿ êîìóòàòîðiâ âèïëèâà¹, ùî êîìóòàíò ãðó-

ïè Z ñïiâïàäà¹ ç ïiäãðóïîþ öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ 4, òîáòî Z1 � 4Z.
Îñêiëüêè 2Z � 4Z � Z1, òî ç òâåðäæåííÿ 8.1 âèïëèâà¹, ùî 2Z � Z.

Êðiì òîãî, êîìóòàòîð äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ ãðóïè 2Z äîðiâíþ¹ 0, à
òîìó 2Z � àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè Z.

Ó ïðèêëàäi 5.6 ïîêàçàíî, ùî ôàêòîðãðóïà Z{Z1 � Z{4Z ¹ içîìîð-
ôíîþ ãðóïi Êëåéíà V4, à òîìó ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 4.

Îñêiëüêè rm,ns � 0 äëÿ ïàðíèõ m i n, òî ãðóïà 4Z ¹ àáåëåâîþ i
p4Zq1 � t0u.

Òàêèì ÷èíîì, Z2 � pZ1q1 � p4Zq1 � t0u, à òîìó pZ, �q � ðîçâ'ÿçíà
ãðóïà ñòóïåíÿ 2.

Ëàíöþæîê ïiäãðóï

G � H0 ¡ H1 ¡ . . . ¡ Hn�1 ¡ Hn � teu.
íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì äîâæèíè n ãðóïè G.

Ðÿä íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì, ÿêùî Hi � G, i ñóáíîðìàëüíèì, ÿêùî Hi �
Hi�1 äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu. Ôàêòîðãðóïè Hi�1{Hi íàçèâàþòüñÿ ôàêòîðà-
ìè ðÿäó.

Ëåìà 8.1.

ßêùî H � G i G{H � àáåëåâà ãðóïà, òî H � G1.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî ra, bs P H äëÿ êîæíèõ a, b P G. Îñêiëü-
êè ôàêòîðãðóïà G{H � àáåëåâà, òî êîìóòàòîð äîâiëüíèõ ¨¨ åëåìåíòiâ
îäèíè÷íèé, òîáòî raH, bHs � H. Àëå òîäi ç ðiâíîñòi raH, bHs � ra, bsH
âèïëèâà¹, ùî ra, bsH � H, òîáòî ra, bs P HH�1 � H. �

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 8.1.

Ãðóïà G ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà âîëîäi¹ ñóáíîðìàëü-
íèì ðÿäîì ç àáåëåâèìè ôàêòîðàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà. Òîäi Gpnq � teu äëÿ äåÿêîãî
n P N. Ç äîâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ðÿä

G � G1 � . . . � Gpn�1q � Gpnq � teu
¹ ñóáíîðìàëüíèì ðÿäîì ç àáåëåâèìè ôàêòîðàìè.
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Íàâïàêè, íåõàé ãðóïà G âîëîäi¹ ñóáíîðìàëüíèì ðÿäîì ç àáåëåâèìè
ôàêòîðàìè:

G � H0 � H1 � . . . � Hn�1 � Hn � teu.
Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Îñêiëüêè H1 � H0 �

G i G{H1 � H0{H1 � àáåëåâà ãðóïà, òî H1 � G1 çà ëåìîþ 8.1.
Íåõàé Hk�1 � Gpk�1q. Äîâåäåìî, ùî Hk � Gpkq. Îñêiëüêè Hk � Hk�1

i Hk�1{Hk � àáåëåâà, òî Hk � H 1
k�1 çà ëåìîþ 8.1. Ç âêëþ÷åííÿ Hk�1 �

Gpk�1q âèïëèâà¹, ùî H 1
k�1 � Gpkq. Çâiäêè Hk � Gpkq.

Òàêèì ÷èíîì, teu � Hn � Gpnq, i G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà. �

Ïðèêëàä 8.2. Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà S3 ¹ ðîçâ'ÿçíîþ. Öèêëi÷íà ïiäãðóïà
H1 � xp123qy � tp1q, p123q, p132qu ìà¹ iíäåêñ 2 â ãðóïi S3, à òîìó H1 � S3.
Ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïè S3{H1 äîðiâíþ¹ 2, à òîìó S3{H1 � tH1, S3zH1u �
tp1q, p12qu � àáåëåâà ãðóïà.

Ïîêëàäåìî H2 � tp1qu. Òîäi H2 � H1 i H1{H2 � H1 � öèêëi÷íà,
à îòæå, àáåëåâà. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîáóäóâàëè ñóáíîðìàëüíèé ðÿä ç
àáåëåâèìè ôàêòîðàìè:

S3 � H0 � H1 � H2 � tp1qu.
Îñêiëüêè ãðóïà S3 íå ¹ àáåëåâîþ, òî çà õàðàêòåðèçàöiéíîþ òåîðå-

ìîþ 8.1 ãðóïà S3 ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ñòóïåíÿ 2.

Ëåìà 8.2.

Íåõàé H � G. Åëåìåíò g ãðóïè G ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi g � xh, äå
x P Gpkq, h P H, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè rgs � gH P pG{Hqpkq, òîáòî äëÿ
êîæíîãî k P NY t0u ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

GpkqH{H � pG{Hqpkq.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ââàæàþ÷è Gp0q � G, áà÷èìî, ùî äëÿ k � 0 ëåìà
âiðíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ëåìà âiðíà äëÿ k � 1. Äîâåäåìî äëÿ k. ßêùî u �
êîìóòàòîð â ãðóïi Gpk�1q, òî u � a�1b�1ab äëÿ äåÿêèõ a, b P Gpk�1q. Òîäi
rus � ras�1rbs�1rasrbs. Ç iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî ras, rbs P
pG{Hqpk�1q, òîáòî rus � êîìóòàòîð â ãðóïi pG{Hqpk�1q.

Íåõàé g � xh, äå x P Gpkq, h P H. Òîäi g � u1 � . . . � umh, äå ui �
êîìóòàòîðè â ãðóïi Gpk�1q. Ç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ruis � êîìóòàòîðè
â ãðóïi pG{Hqpk�1q, à òîìó

rgs � ru1s � . . . � rums P ppG{Hqpk�1qq1 � pG{Hqpkq.
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Íåõàé rgs P pG{Hqpkq. Òîäi rgs � ru1s�. . .�rums, äå ruis � rais�1rbis�1raisrbis
äëÿ äåÿêèõ rais, rbis P pG{Hqpk�1q. Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì ai � cihi
i bi � disi äëÿ äåÿêèõ ci, di P Gpk�1q, hi, si P H. Çàóâàæèìî, ùî vi �
c�1
i d�1

i cidi P Gpkq. Ç äðóãîãî áîêó, äëÿ äåÿêîãî z P H ìà¹ìî

ui � pcihiq�1pdisiq�1pcihiqpdisiqz � h�1
i c�1

i s�1
i d�1

i cihidisiz.

Òîäi
ruis � rc�1

i srd�1
i srcisrdis � rvis, i P t1, . . . ,mu,

à îòæå,

rgs � ru1s � . . . � rums � rv1s � . . . � rvms � rv1 � . . . � vms.
Òàêèì ÷èíîì, g � v1 � . . . �vmh äëÿ äåÿêîãî h P H, à òîìó v1 � . . . �vm P

Gpkq. �

Òåîðåìà 8.2.

Íåõàé H � G. Ãðóïà G ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðîçâ'ÿçíèìè
¹ ãðóïà H i ôàêòîðãðóïà G{H.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà. Òîäi Gpnq � teu äëÿ äåÿêîãî
n P N. Îñêiëüêè Hpiq � Gpiq äëÿ êîæíîãî i P N, òî Hpnq � teu, i ïiäãðóïà
H � ðîçâ'ÿçíà.

ßêùî rgs P pG{Hqpnq, òî çà ëåìîþ 8.2 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü g � xh,
äå x P Gpnq � teu, h P H. Òîäi g � h P H i rgs � res. Òàêèì ÷èíîì,
pG{Hqpnq � tresu, à òîìó G{H � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà.

Íàâïàêè, íåõàé ãðóïà H i ôàêòîðãðóïà G{H ¹ ðîçâ'ÿçíèìè. Òîäi
pG{Hqpkq � tresu i Hptq � teu äëÿ äåÿêèõ k, t P N. ßêùî x P Gpkq, òî
rxs P pG{Hqpkq � tresu çà ëåìîþ 8.2, òîáòî x P H. Îòæå, Gpkq � H, çâiäêè

Gpk�tq � pGpkqqptq � Hptq � teu.
Òàêèì ÷èíîì, G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà. �

Òåîðåìà 8.3.

Êîæíà p-ãðóïà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |G| � pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, n P N. Çà òåîðåìîþ 7.1
êîæíà p-ãðóïà ìà¹ íåîäèíè÷íèé öåíòð. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà |G|
äiëèòüñÿ íà |ZpGq|, òîáòî |ZpGq| ¥ p.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ iíäóêöi¹þ çà n. Ãðóïà G ïîðÿäêó p � àáåëåâà,
à òîìó ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.
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Ïðèïóñòèìî, ùî âñi p-ãðóïè ïîðÿäêiâ ìåíøå |G| ¹ ðîçâ'ÿçíèìè. Äîâå-
äåìî ðîçâ'ÿçíiñòü ãðóïè G. Îñêiëüêè ZpGq � G, òî ôàêòîðãðóïà G{ZpGq
iñíó¹. ßêùî ZpGq � G, òî G � àáåëåâà ãðóïà, à òîìó ¹ ðîçâ'ÿçíîþ. ßêùî
ZpGq � G, òî |ZpGq|   |G| i |G{ZpGq|   |G|, à òîìó çà iíäóêòèâíèì ïðè-
ïóùåííÿ ãðóïè ZpGq i G{ZpGq ¹ ðîçâ'ÿçíèìè. Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 8.2
ãðóïà G � ðîçâ'ÿçíà. �

Ïðèêëàä 8.3. Êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 1375, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíó ïiäãðóïó
ïîðÿäêó 125, ¹ ðîçâ'ÿçíîþ. Äiéñíî, íåõàéH � ïiäãðóïà ïîðÿäêó 125. Òîäi
g�1Hg òàêîæ ¹ ïiäãðóïîþ ïîðÿäêó 125 äëÿ êîæíîãî g P G. Ç ¹äèíîñòi H
âèïëèâà¹, ùî g�1Hg � H äëÿ êîæíîãî g P G, à òîìó H � íîðìàëüíà â G.
Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ôàêòîðãðóïàG{H ìà¹ ïîðÿäîê 11 i ¹ öèêëi÷íîþ,
à îòæå, àáåëåâîþ. Îñêiëüêè |H| � 53, òî çà òåîðåìîþ 8.3 ãðóïà H ¹
ðîçâ'ÿçíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 8.2 ãðóïà G � ðîçâ'ÿçíà.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 74�76, 114�117], [9, ñ. 105�106], [11, ñ. 31�34],

[15, ñ. 201�207].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 8.

8.1. Ó ãðóïi S3 çíàéòè íàñòóïíi êîìóòàòîðè:

à) rp12q, p13qs, á) rp123q, p23qs, â) rp123q, p132qs.

8.2. Ó ãðóïi GLp2,Rq çíàéòè êîìóòàòîð ìàòðèöü

A �
�

1 1

0 1

�
i B �

�
1 0

1 1

�
.

8.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b i c ãðóïè G ìàþòü ìiñöå
ðiâíîñòi:

à) ra, bcs � ra, cspc�1ra, bscq; á) rab, cs � pb�1ra, csbqrb, cs.

8.4. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé âèêîíóþòüñÿ äëÿ êîæíèõ åëåìåí-
òiâ a, b i c ãðóïè S3:

à) rra, bs, cs � p1q; á) ra2, b2s � p1q.

8.5. Íåõàé a i b � åëåìåíòè ãðóïè G, a2 � e. Äîâåñòè, ùî rra, bs, as � rb, as2.
8.6. Íåõàé êîìóòàòîð ra, bs åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G êîìóòó¹ ç a. Äîâåñòè,
ùî ra, bsn � ran, bs äëÿ êîæíîãî n P Z.
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8.7. Äîâåñòè, ùî åëåìåíòè a2 i b êîìóòóþòü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ra, bsrra, bs, asra, bs � e.

8.8. Çíàéòè êîìóòàíò ãðóïè Q8. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà Q8 ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òà
çíàéòè ¨¨ ñòóïiíü ðîçâ'ÿçíîñòi.

8.9. Äîâåñòè, ùî A4 i S4 � ðîçâ'ÿçíi ãðóïè.

8.10. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòîð äîâiëüíèõ äâîõ ïiäñòàíîâîê ãðóïè Sn ¹ ïàð-
íîþ ïiäñòàíîâêîþ. Çíàéòè êîìóòàòîð äâîõ òðàíñïîçèöié.

8.11. Äîâåñòè, ùî S 1
n � An.

8.12. Äîâåñòè, ùî ïðîñòà ãðóïà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹
öèêëi÷íîþ ãðóïîþ.

8.13. Äîâåñòè, ùî ãðóïè An i Sn ïðè n ¥ 5 íå ¹ ðîçâ'ÿçíèìè.

8.14. Çíàéòè ïîõiäíó ãðóïè Dn.

8.15. Ïîêàçàòè, ùî äiåäðàëüíi ãðóïè ¹ ðîçâ'ÿçíèìè ñòóïåíÿ 2.

8.16. Äîâåñòè, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 1323, ÿêà ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiä-
ãðóïó ïîðÿäêó 27, ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

8.17. Äîâåñòè, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 216, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíó ïiäãðóïó
ïîðÿäêó 8, ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

8.18. Âiäîìî, ùî â ãðóïi G ïîðÿäêó 1225 êiëüêiñòü ïiäãðóï, ñïðÿæåíèõ ç
ïiäãðóïîþ H ïîðÿäêó 49, íå ïåðåâèùó¹ 4. Äîâåñòè, ùî G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà.

8.19. Îïèñàòè êîìóòàíò ãðóïè Aff pRq. ×è ¹ ãðóïà Aff pRq ðîçâ'ÿçíîþ?
8.20. Íàâåñòè ïðèêëàä ñóáíîðìàëüíîãî ðÿäó, ÿêèé íå ¹ íîðìàëüíèì.

8.21. Ïîáóäóâàòè ðÿä íàéáiëüøî¨ äîâæèíè öèêëi÷íî¨ ãðóïè C24.

8.22. Äîâåñòè, ùî ãðóïà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà âîëîäi¹
íîðìàëüíèì ðÿäîì ç àáåëåâèìè ôàêòîðàìè.

8.23. Íåõàé H iK � íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî rh, ks P HXK
äëÿ êîæíèõ h P H, k P K.

8.24. Íåõàé H i K � íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè G, H X K � teu. Äîâåñòè,
ùî hk � kh äëÿ êîæíèõ h P H, k P K.

8.25. Íåõàé åëåìåíòè a i b ãðóïè G ïåðåñòàâíi çi ñâî¨ì êîìóòàòîðîì. Äîâå-
ñòè, ùî

pabqn � anbnrb, as pn�1qn
2 äëÿ êîæíîãî n P N.

8.26. Íåõàé ϕ : GÑ H � åïiìîðôiçì ãðóï G i H. Äîâåñòè, ùî ϕpG1q � H 1.
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8.27. Íåõàé ϕ : G Ñ H � åïiìîðôiçì ãðóï G i H. Äîâåñòè, ùî ÿêùî G ¹
ðîçâ'ÿçíîþ, òî H òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

8.28. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà, |G1| � 2. Äîâåñòè, ùî G1 � ZpGq.

8.29. Äîâåñòè, ùî êîìóòàíò G1 íåîäèíè÷íî¨ ñêií÷åííî¨ p�ãðóïè G çàâæäè
âiäìiííèé âiä ãðóïè G.

8.30. Íåõàé G � íåàáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó p3, äå p � ïðîñòå ÷èñëî. Äîâåñòè,
ùî G1 � ZpGq.

Ëåêöiÿ 9. Ïðÿìi äîáóòêè ãðóï

Íåõàé çàäàíî n ãðóï: pG1, �1q, pG2, �2q, . . . , pGn, �nq. Íà äåêàðòîâîìó äîáó-
òêó G1 �G2 � . . .�Gn çàäàìî îïåðàöiþ � íàñòóïíèì ÷èíîì:

pa1, a2, . . . , anq � pb1, b2, . . . bnq � pa1 �1 b1, a2 �2 b2, . . . , an �n bnq.

Òåîðåìà 9.1.

Äåêàðòiâ äîáóòîê G1 �G2 � . . .�Gn ç îïåðàöi¹þ � ¹ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé pa1, . . . , anq, pb1, . . . , bnq, pc1, . . . , cnq P G1 � . . . � Gn.
Òîäi

pa1, . . . , anq�ppb1, . . . , bnq�pc1, . . . , cnqq � pa1, . . . , anq�pb1�1c1, . . . , bn�ncnq �
� pa1 �1 pb1 �1 c1q, . . . , an �n pbn �n cnqq � ppa1 �1 b1q �1 c1, . . . , pan �n bnq �n cnq �
� pa1�1b1, . . . , an�nbnq�pc1, . . . , cnq � ppa1, . . . , anq�pb1, . . . , bnqq�pc1, . . . , cnq

Íåõàé ei � îäèíèöÿ ãðóïè Gi, äå i P t1, . . . , nu.
Òîäi äëÿ êîæíîãî pa1, . . . , anq P G1 � . . .�Gn ìà¹ìî:

pe1, . . . , enq � pa1, . . . , anq � pe1 �1 a1, . . . , en �n anq � pa1, . . . , anq.
Îòæå, pe1, . . . , enq � ëiâà îäèíèöÿ íàïiâãðóïè G1 � . . .�Gn.
Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà pa1, . . . , anq P G1 � . . . � Gn ìàþòü ìiñöå ðiâ-

íîñòi:

pa�1
1 , . . . , a�1

n q � pa1, . . . , anq � pa�1
1 �1 a1, . . . , a�1

n �n anq � pe1, . . . , enq.
Òàêèì ÷èíîì, pa�1

1 , . . . , a�1
n q � ëiâèé îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà

pa1, . . . , anq, à òîìó pG1 � . . .�Gn, �q � ãðóïà. �

Ãðóïà G1 �G2 � . . .�Gn ç îïåðàöi¹þ ïîêîìïîíåíòíîãî ìíîæåííÿ � íàçè-
âà¹òüñÿ çîâíiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï G1, G2, . . . , Gn.
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Ïðèêëàä 9.1. Óòâîðèìî çîâíiøíié ïðÿìèé äîáóòîê ãðóïè Q� äîäàòíiõ
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i öèêëi÷íî¨ ãðóïè C2 � t1,�1u. Åëåìåíòàìè ãðóïè
Q��C2 ¹ âñi ïàðè ÷èñåë âèäó pr, 1q i pr,�1q, äå r � äîäàòí¹ ðàöiîíàëüíå
÷èñëî. Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ

ψ : Q� � C2 Ñ Qzt0u, ψ : pr, 1q ÞÑ r, ψ : pr,�1q ÞÑ �r
¹ içîìîðôiçìîì ãðóïè Q� � C2 i ãðóïè íåíóëüîâèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.1.

Íåõàé G1 � . . . � Gn � çîâíiøíié ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï G1, . . . , Gn,
G�
i � tpe1, . . . , ei�1, g, ei�1, . . . , enq | g P Giu, äå i P t1, . . . , nu. Òîäi:

1) G�
i ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G1 � . . . � Gn, içîìîðôíîþ

ãðóïi Gi, äå i P t1, . . . , nu;
2) G�

i X p±j�iG
�
jq � tpe1, . . . , enqu äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu;

3) G�
1 � . . . �G�

n � G1 � . . .�Gn.

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè

pe1, . . . , g, . . . , enq � pe1, . . . , g1, . . . , enq � pe1, . . . , g �i g1, . . . , enq P G�
i

i
pe1, . . . , g, . . . , enq�1 � pe1, . . . , g�1, . . . , enq P G�

i

äëÿ êîæíèõ

pe1, . . . , g, . . . , enq, pe1, . . . , g1, . . . , enq P G�
i ,

òî G�
i � ïiäãðóïà ãðóïè G1 � . . .�Gn.

Äëÿ êîæíèõ pa1, . . . , ai, . . . anq P G1 � . . . �Gn, pe1, . . . , g, . . . , enq P G�
i

ìà¹ìî:

pa�1
1 , . . . , a�1

i , . . . , a�1
n q � pe1, . . . , g, . . . , enq � pa1, . . . , ai, . . . , anq �

� pa�1
1 �1 e1 �1 a1, . . . , a�1

i �i g �i ai, . . . , a�1
n �n en �n anq �

� pe1, . . . , a�1
i �i g �i ai, . . . , enq P G�

i .

Òàêèì ÷èíîì, G�
i � G1 � . . .�Gn.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu âiäîáðàæåííÿ
ψi : Gi Ñ G�

i , ψpgq � pe1, . . . , ei�1, g, ei�1, . . . , enq, ¹ içîìîðôiçìîì.
Ïóíêò 2) ¹ î÷åâèäíèì.
3) Êîæåí åëåìåíò pa1, a2, . . . , anq P G1 �G2 � . . .�Gn ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿäi

pa1, a2, . . . , anq � pa1, e2, . . . , enq � pe1, a2, . . . , enq � . . . � pe1, e2, . . . , anq.
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Îòæå, pa1, a2, . . . , anq P G�
1 �G�

2 � . . . �G�
n, à òîìó

G�
1 �G�

2 � . . . �G�
n � G1 �G2 � . . .�Gn.

�

Ïîøèðèìî ïîíÿòòÿ äîáóòêó ãðóï íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ (çîêðåìà, íåñêií-
÷åííî¨) êiëüêîñòi ãðóï. Äëÿ öüîãî ñïåðøó ïðèãàäà¹ìî, ÿê ââîäèòüñÿ äåêàðòiâ
äîáóòîê äîâiëüíî¨ ñiì'¨ ìíîæèí.

Íåõàé X1, X2, . . . , Xn � äîâiëüíi ìíîæèíè. Äîáóòîê X1 � X2 � . . . � Xn

ñêëàäà¹òüñÿ ç íàáîðiâ px1, x2, . . . , xnq, iíäåêñîâàíèõ ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n. Êî-
æåí òàêèé íàáið ìîæíà ââàæàòè ôóíêöi¹þ, ÿêà iíäåêñó 1 çiñòàâëÿ¹ çíà÷åííÿ
x1, iíäåêñó 2 � çíà÷åííÿ x2, . . . , iíäåêñó n � çíà÷åííÿ xn. Íàãàäà¹ìî, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü x � px1, x2, . . .q åëåìåíòiâ ìíîæèíè X ìè ââàæà¹ìî âiäîáðàæåííÿì
x : N Ñ X, à ÷ëåíè x1, x2, . . . � çíà÷åííÿìè xp1q, xp2q, i ò.ä. Âçàãàëi, äîâiëü-
íèé íàáið åëåìåíòiâ xα ç ìíîæèíè X, iíäåêñîâàíèé åëåìåíòàìè α ç äåÿêî¨
iíäåêñíî¨ ìíîæèíè A, ìîæíà ââàæàòè ôóíêöi¹þ x : A Ñ X. Òàêèì ÷èíîì,
ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

(Äåêàðòiâ) äîáóòîê
±

αPAXα ñiì'¨ ìíîæèí Xα, α P A, � öå ìíîæèíà âñiõ
òàêèõ ôóíêöié x : AÑ �

αPAXα, ùî xpαq P Xα äëÿ êîæíîãî α P A.
Çàìiñòü xpαq ïèøåìî xα, à âñþ ôóíêöiþ (åëåìåíò äîáóòêó) çàïèñó¹ìî x �

pxαqαPA, óÿâëÿþ÷è íàáîðîì êîîðäèíàò � åëåìåíòiâ xα ç iíäåêñàìè α P A.
Íåõàé tpGα, �αq | α P Au � ñiì'ÿ ãðóï. Ââåäåìî íà äîáóòêó ±αPAGα îïåðà-

öiþ � íàñòóïíèì ÷èíîì

ppxαqαPAq � ppyαqαPAq � pxα �α yαqαPA.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà

±
αPAGα ç îïåðàöi¹þ � ¹ ãðóïîþ ç îäèíè-

öåþ peαqαPA, äå eα � îäèíèöÿ ãðóïè Gα.
Ãðóïà

±
αPAGα ç îïåðàöi¹þ ïîêîìïîíåíòíîãî ìíîæåííÿ � íàçèâà¹òüñÿ

ïðÿìèì äîáóòêîì ñiì'¨ ãðóï tGα | α P Au.
ßêùî âñi ãðóïè Gα, α P A, ðiâíi äåÿêié ãðóïi G, òî ïðÿìèé äîáóòîê íà-

çèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì ãðóïè G i ïîçíà÷à¹òüñÿ GA. ßêùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè
iíäåêñiâ A ðiâíà τ , à ñêëàä A íåñóòò¹âèé, òî äëÿ GA âæèâàþòü ïîçíà÷åííÿ
Gτ . Çðîçóìiëî, ùî ïðè A � t1, 2, . . . , nu îòðèìó¹ìî n-é ñòåïiíü Gn ç åëå-
ìåíòàìè pg1, g2, . . . , gnq, äå gi P G. Ñòåïiíü GN çâè÷àéíî ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Gω

i íàçèâàþòü çëi÷åííèì ñòåïåíåì ãðóïè G. Åëåìåíòè Gω � öå ïîñëiäîâíîñòi
âèãëÿäó pg1, g2, . . .q ç ÷ëåíàìè ç ãðóïè G.

Ïðèêëàä 9.2. Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà PpNq âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè N ç
îïåðàöi¹þ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi ìíîæèí ¹ içîìîðôíîþ çëi÷åííîìó ñòå-
ïåíþ öèêëi÷íî¨ ãðóïè C2 � t1,�1u.
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Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ψ : PpNq Ñ pC2qω, ψpAq � pa1, a2, . . . , ak, . . .q, äå ai �
#

1, i R A
�1, i P A

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ � içîìîðôiçì. Íåõàé

ψpAq � pa1, a2, . . . , ak, . . .q, ψpBq � pb1, b2, . . . , bk, . . .q,
ψpA M Bq � pc1, c2, . . . , ck, . . .q,

äå A M B � pAYBqzpAXBq � pAzBq Y pBzAq.
Îñêiëüêè ai, bi P t�1, 1u äëÿ êîæíîãî i P N, òî ìîæëèâi íàñòóïíi

÷îòèðè âèïàäêè:
à) ÿêùî pai, biq � p1, 1q, òî i R AYB, çâiäêè i R A M B i ci � 1;
á) ÿêùî pai, biq � p�1,�1q, òî i P AXB, çâiäêè i R A M B i ci � 1;
â) ÿêùî pai, biq � p1,�1q, òî i P BzA, çâiäêè i P A M B i ci � �1;
ã) ÿêùî pai, biq � p�1, 1q, òî i P AzB, çâiäêè i P A M B i ci � �1.
Ó âñiõ âèïàäêàõ áà÷èìî, ùî ci � aibi. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

ψpA M Bq � pc1, c2, . . . , ck, . . .q � pa1b1, a2b2, . . . , akbk, . . .q �
� pa1, a2, . . . , ak, . . .q � pb1, b2, . . . , bk, . . .q � ψpAq � ψpBq.

Îòæå, ψ � içîìîðôiçì.
ßêùî ψpAq � ψpBq, òî pa1, a2, . . . , ak, . . .q � pb1, b2, . . . , bk, . . .q. Òîäi

ai � bi äëÿ êîæíîãî i P N, çâiäêè A � B, à îòæå, ψ � ií'¹êöiÿ. Ïðîîáðàç
åëåìåíòà pa1, a2, . . . , ak, . . .q P pC2qω ìiñòèòü ìíîæèíó A � ti P N | ai �
�1u, à òîìó ψ � ñþð'¹êöiÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ãðóïè PpNq i pC2qω � içîìîðôíi.
Öiëêîì àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî PpXq � pC2qτ äëÿ êîæíî¨

ìíîæèíè X ïîòóæíîñòi τ .

Ïðÿìîþ ñóìîþ ñiì'¨ ãðóï tGα | α P Au íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà!
pgαqαPA P

±
αPAGα

 tα | gα � eαu � ñêií÷åííà
)

ïðÿìîãî äîáóòêó
±

αPAGα i ïîçíà÷à¹òüñÿ
À

αPAGα.

Ïðèêëàä 9.3. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó P ωpNq � tA � N | A � ñêií÷åííàu
ãðóïè PpNq. Îáðàç ïiäãðóïè P ωpNq ïðè içîìîðôiçìi ψ ç ïðèêëàäó 9.2
ðiâíèé ïiäãðóïi òèõ ïîñëiäîâíîñòåé ç pC2qω, ÿêi ìiñòÿòü ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü �1. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà P ωpNq ¹ içîìîðôíîþ ïðÿìié ñóìi çëi÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi ãðóï C2.

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ iíäåêñíî¨ ìíîæèíè A, ïîíÿòòÿ ïðÿ-
ìîãî äîáóòêó i ïðÿìî¨ ñóìè ñïiâïàäàþòü.
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Òåîðåìà 9.2.

Íåõàé G � ãðóïà i H1, H2, . . . , Hn � òàêi ¨¨ ïiäãðóïè, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíî
íàñòóïíi óìîâè:

1) Hi � G äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu;
2) Hi X p±j�iHjq � teu äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu;
3) H1 �H2 � . . . �Hn � G.

Òîäi G � H1 �H2 � . . .�Hn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a P Hi, b P Hj ïðè i � j. Òîäi ç óìîâè 1) âèïëèâà¹,
ùî

ra, bs � a�1pb�1abq � pa�1b�1aqb P Hi XHj � teu,
çâiäêè ab � ba. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ψ : H1 �H2 � . . .�Hn Ñ G, ψph1, h2, . . . , hnq � h1 � h2 � . . . � hn.
Îñêiëüêè åëåìåíòè hi i hj êîìóòóþòü, òî

ψpph1, h2, . . . , hnq � ph11, h12, . . . , h1nqq � ψph1h11, h2h12, . . . , hnh1nq �
� h1h

1
1h2h

1
2 � . . . � hnh1n � ph1h2 . . . hnqph11h12 . . . h1nq �

� ψph1, h2, . . . , hnqψph11, h12, . . . , h1nq.
Îòæå, âiäîáðàæåííÿ ψ � ãîìîìîðôiçì.

Íåõàé ψph1, h2, . . . , hnq � ψph11, h12, . . . , h1nq. Òîäi h1h2 . . . hn � h11h
1
2 . . . h

1
n,

çâiäêè ph11q�1h1 � h12 . . . h
1
nh

�1
n . . . h�1

2 . ßêùî hi i h1j êîìóòóþòü, òî hi i
ph1jq�1 êîìóòóþòü, à îòæå, ph11q�1h1 � h12h

�1
2 . . . h1nh

�1
n P H1XpH2�. . .�Hnq �

teu, çâiäêè h1 � h11. Àíàëîãi÷íî hi � h1i äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu. Òàêèì
÷èíîì, ph1, h2, . . . , hnq � ph11, h12, . . . , h1nq, i ãîìîìîðôiçì ψ ¹ ìîíîìîðôi-
çìîì.

Ç óìîâè 3) âèïëèâà¹, ùî êîæåí åëåìåíò g P G ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi g � h1h2 . . . hn, äå hi P Hi äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu. Òîäi
ψph1, h2, . . . , hnq � h1h2 . . . hn � g, à òîìó ψ � åïiìîðôiçì. �

Òåîðåìà 9.2 îáãðóíòîâó¹ êîðåêòíiñòü íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

ÃðóïàG íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì ïiäãðóïH1, H2, . . . , Hn,

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) Hi � G äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu;
2) Hi X p±j�iHjq � teu äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , nu;
3) H1 �H2 � . . . �Hn � G.



Ëåêöiÿ 9. ÏÐßÌI ÄÎÁÓÒÊÈ ÃÐÓÏ 83

Ïðèêëàä 9.4. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó Êëåéíà

V4 � xa, b | a2 � b2 � e, ab � bay.
Íåõàé H1 � xay � te, au, H2 � xby � te, bu. Îñêiëüêè V4 � àáåëåâà,

òî H1 � G i H2 � G. Êðiì òîãî, H1 X H2 � teu i H1H2 � te, aute, bu �
te, a, b, abu � V4.

Òàêèì ÷èíîì, V4 � H1 �H2 � C2 � C2.

Ïðèêëàä 9.5. Îïèøåìî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi àáåëåâi ãðóïè G
ïîðÿäêó 8.

ßêùî ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíò ïîðÿäêó ïîðÿäêó 8, òî âîíà içîìîð-
ôíà öèêëi÷íié ãðóïi C8. Â iíøîìó âèïàäêó çà íàñëiäêîì 4.1 ç òåîðåìè
Ëàãðàíæà âñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ãðóïè G ìàþòü ïîðÿäîê 2 àáî 4.

Íåõàé óñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ãðóïè G ìàþòü ïîðÿäîê 2, i a � îäèí
iç íèõ. Îáåðåìî äîâiëüíî b R te, au, c R te, a, b, abu i ðîçãëÿíåìî ïiäãðó-
ïè H1 � te, au, H2 � te, bu, H3 � te, cu. Îñêiëüêè H1 X H2 � teu, òî
|H1H2| � 4. Àíàëîãi÷íî ç H1H2 X H3 � teu ñëiäó¹, ùî |H1H2H3| � 8, à
îòæå, H1H2H3 � G i äëÿ ïiäãðóï H1, H2, H3 âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè ç
îçíà÷åííÿ âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó. Òàêèì ÷èíîì,

G � H1 �H2 �H3 � C2 � C2 � C2 � pC2q3.
ßêùî ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíò a ïîðÿäêó 4, òî G � te, a, a2, a3u \

bte, a, a2, a3u äëÿ äåÿêîãî b R xay. ßêùî |b| � 4, òî ç b2 P xay i |b2| � 2
âèïëèâà¹, ùî b2 � a2. Òîäi pbaq2 � b2a2 � a4 � e, òîáòî |ba| � 2. Òàêèì
÷èíîì, ìíîæèíà Gzxay ìiñòèòü åëåìåíò c ïîðÿäêó 2. Äëÿ ïiäãðóï H1 �
xay i H2 � xcy âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè ç îçíà÷åííÿ âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî
äîáóòêó, à òîìó

G � H1 �H2 � C4 � C2.

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ òðè àáåëåâi ãðóïè
ïîðÿäêó 8:

C8, C4 � C2, pC2q3.

Êàæóòü, ùî ãðóïà G ¹ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì ñâî¨õ ïiäãðóï H1 i H2,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) H1 � G;
2) H1 XH2 � teu;
3) H1 �H2 � G.

Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ãðóï H1 i H2 ïîçíà÷à¹òüñÿ H1 � H2 àáî H1$H2.
Òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ H2 
H1 òà H2%H1.
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Ïðèêëàä 9.6. Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íó ãðóïó

S3 � tp1q, p12q, p13q, p23q, p123q, p132qu.
�äèíîþ íåòðèâiàëüíîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3 ¹ ïiäãðóïà

H1 � xp123qy � tp1q, p123q, p132qu.
Îòæå, ãðóïó S3 íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî

äîáóòêó ñâî¨õ íåòðèâiàëüíèõ ïiäãðóï.
Íåõàé H2 � xp12qy � tp1q, p12qu. Òîäi H1 XH2 � tp1qu i

H1H2 � tp1q, p123q, p132qutp1q, p12qu �
� tp1q, p123q, p132q, p12q, p13q, p23qu � S3.

Òàêèì ÷èíîì, S3 � H1$H2 � C3$C2.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 96�103], [10, ñ. 105�107], [11, ñ. 21�23], [12,

ñ. 152�180], [15, ñ. 146�154], [16, ñ. 20�24, 27�28] .

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 9.

9.1. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi çîâíiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó ãðóï V4 òà C3.

9.2. Ïîäàòè öèêëi÷íó ãðóïó C6 ó âèãëÿäi âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó
âëàñíèõ ïiäãðóï.

9.3. Ïîäàòè ãðóïó pCzt0u, �q ó âèãëÿäi âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó íå-
òðèâiàëüíèõ ïiäãðóï.

9.4. Ïîäàòè ãðóïó A4 ó âèãëÿäi âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî àáî íàïiâïðÿìîãî
äîáóòêó âëàñíèõ ïiäãðóï.

9.5. ×è ìîæíà ãðóïó Q8 ïîäàòè ó âèãëÿäi âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî àáî íàïiâ-
ïðÿìîãî äîáóòêó âëàñíèõ ïiäãðóï?

9.6. Äîâåñòè, ùî Dn � Cn$C2.

9.7. Ïîäàòè ãðóïó Aff pRq âñiõ àôiííèõ âiäîáðàæåíü íà R ÿê âíóòðiøíié
íàïiâïðÿìèé äîáóòîê íåòðèâiàëüíèõ ïiäãðóï.

9.8. Äîâåñòè íåðîçêëàäíiñòü ó ïðÿìèé äîáóòîê íåòðèâiàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè
pZ,�q.
9.9. ×è ìîæíà ãðóïó Z ç îïåðàöi¹þ m � n � p�1qnm � n ïîäàòè ó âèãëÿäi
âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî àáî íàïiâïðÿìîãî äîáóòêó íåòðèâiàëüíèõ ïiäãðóï?

9.10. Äîâåñòè, ùî pt2n3m | n,m P Zu, �q � pZ,�q � pZ,�q.
9.11. Äîâåñòè, ùî ãðóïà C2 � C2 içîìîðôíà ãðóïi pt0, 1, 2, 3u, �q, äå a � b �
îñòà÷à âiä äiëåííÿ a� p�1qab íà 4.
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9.12. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ãðóïè C3 � C3.

9.13. Íåõàé G � C4 � C4 i H � xp1,�1q, p�1, 1qy. Çíàéòè ïîðÿäîê ôàêòîð-
ãðóïè G{H.

9.14. Íåõàé G � ãðóïà. Äîâåñòè, ùî D � tpg, gq | g P Gu ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè
G�G, içîìîðôíîþ ãðóïi G. Ïiäãðóïà D íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G�G.

9.15. Äîâåñòè, ùî D � tpg, gq | g P S3u íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
S3 � S3.

9.16. Íåõàé G � ãðóïà, D � tpg, gq | g P Gu � äiàãîíàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
G�G. Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè D � G�G.

9.17. Íåõàé G � àáåëåâà ãðóïà, D � tpg, gq | g P Gu � äiàãîíàëüíà ïiäãðóïà
ãðóïè G � G. Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó òåîðåìó ïðî ãîìîìîðôiçìè, äîâåñòè
içîìîðôiçì pG�Gq{D � G.

9.18. Íåõàé G � xay � xby, äå |a| � 8, |b| � 7. ßêèé ïîðÿäîê åëåìåíòà ab?

9.19. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 2, 4, 5 i 6 â ãðóïi C2 � C3 � C4?

9.20. Çíàéòè ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê åëåìåíòiâ ãðóïè S3 � S8.

9.21. Äîâåñòè, ùî S3 � C2 � D6.

9.22. Çíàéòè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi àáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêó 12.

9.23. Ïîêàçàòè, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ ¹äèíà àáåëåâà ãðóïà
ïîðÿäêó pq, äå p i q � ïðîñòi ÷èñëà.

9.24. Çíàéòè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi àáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêó pq2, äå p
i q � ïðîñòi ÷èñëà.

9.25. Íåõàé pn,mq � 1. Äîâåñòè, ùî Cnm � Cn � Cm.

9.26. Íåõàé n � pα1
1 p

α2
2 . . . pαss , äå p1, p2, . . . , ps � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Äîâåñòè,

ùî
Cn � Cpα11

� Cpα22
� . . .� Cpαss .

9.27. Íåõàé åëåìåíòè g P G i h P H ìàþòü ñêií÷åííi ïîðÿäêè n i m âiäïî-
âiäíî. Äîâåñòè, ùî ïîðÿäîê pg, hq P G �H äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó ñïiëüíîìó
äiëüíèêó ÷èñåë n i m.

9.28. Íåõàé G � H1 �H2. Äîâåñòè, ùî G{H1 � H2.

9.29. Äîâåñòè, ùî pG1 �G2q �G3 � G1 � pG2 �G3q � G1 �G2 �G3.

9.30. Íåõàé H1 � G1 i H2 � G2. Äîâåñòè, ùî H1 � H2 � G1 � G2 i pG1 �
G2q{pH1 �H2q � pG1{H1q � pG2{H2q.
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9.31. ÍåõàéG � H1�H2. Äîâåñòè, ùî êîæåí åëåìåíò g P G ¹äèíèì ñïîñîáîì
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi g � h1h2, äå h1 P H1, h2 P H2.

9.32. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà äîäàòíiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ ìíîæå-
ííÿ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïðÿìîãî äîáóòêó çëi÷åííî¨ ìíîæèíè íåñêií÷åííèõ
öèêëi÷íèõ ãðóï, ïîðîäæåíèõ ïðîñòèìè ÷èñëàìè. Âèâåñòè çâiäñè, ùî pQ�, �q �
pZ,�qω.
9.33. Ïîäàòè ãðóïó íåíóëüîâèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ
ó âèãëÿäi äîáóòêó öèêëi÷íèõ ãðóï.

9.34. Äîâåñòè, ùî öåíòð ïðÿìîãî äîáóòêó ðiâíèé ïðÿìîìó äîáóòêó öåíòðiâ
ñïiâìíîæíèêiâ.

9.35. Äîâåñòè, ùî öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, íå ðîç-
êëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê âëàñíèõ ïiäãðóï.

9.36. Íåõàé H i K � ãðóïè i ϕ : K Ñ AutH � ãîìîìîðôiçì. Äîâåñòè, ùî
äåêàðòiâ äîáóòîê H �K ç îïåðàöi¹þ ph1, k1qph2, k2q � prϕpk�1

2 qph1qsh2, k1k2q ¹
ãðóïîþ, ÿêà ¹ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì H$K ãðóï H i K.

Ëåêöiÿ 10. Òåîðåìè Ñèëîâà òà ¨õ çàñòîñóâà-

ííÿ

Çãiäíî òåîðåìè Ëàãðàíæà ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè äiëèòüñÿ íà ïîðÿäîê
êîæíî¨ ñâî¹¨ ïiäãðóïè. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âiðíå, òîáòî â ñêií÷åííié ãðóïi
G ìîæå i íå áóòè ïiäãðóïè ïîðÿäêó, ÿêèé ¹ äiëüíèêîì |G|. Ðîçãëÿíåìî íàñòó-
ïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 10.1. Ïîêàæåìî, ùî çíàêîçìiííà ãðóïà A4 ïîðÿäêó 12 íå ìi-
ñòèòü ïiäãðóïè ïîðÿäêó 6. Ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ äâi ãðóïè
ïîðÿäêó 6: öèêëi÷íà C6 i ñèìåòðè÷íà S3. Ïîðÿäîê áóäü-ÿêî¨ ïiäñòàíîâêè
íà 4-åëåìåíòíié ìíîæèíi íå ïåðåâèùó¹ 4, à òîìó ãðóïà A4 íå ìiñòèòü
åëåìåíòà ïîðÿäêó 6, à îòæå, i öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè ïîðÿäêó 6. Íåìîæëè-
âèì ¹ i âèïàäîê ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3, îñêiëüêè S3 ìiñòèòü íåïåðåñòàâíi
åëåìåíòè ïîðÿäêó 2, çîêðåìà p12q òà p13q: p12q � p13q � p132q � p123q �
p13q � p12q, â òîé ÷àñ ÿê â A4 âñi åëåìåíòè ïîðÿäêó 2 êîìóòóþòü. Äiéñíî,
A4 ìiñòèòü òðè åëåìåíòè ïîðÿäêó 2: p12qp34q, p13qp24q i p14qp23q, ÿêi ¹
åëåìåíòàìè àáåëåâî¨ ïiäãðóïè ãðóïè A4, içîìîðôíî¨ ãðóïi Êëåéíà V4.

Îäíàê ó äåÿêèõ âèïàäêàõ îáåðíåíà òåîðåìà äî òåîðåìè Ëàãðàíæà ìà¹
ìiñöå. Ðîçãëÿíåìî îäèí ç òàêèõ âàæëèâèõ âèïàäêiâ.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïó H íàçèâàþòü p-ãðóïîþ, ÿêùî |H| � pk, äå p � ïðîñòå
÷èñëî, k P N. Êàæåìî, ùî p-ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ,
ÿêùî ¨¨ ïîðÿäîê pk ¹ íàéáiëüøèì ñòåïåíåì ÷èñëà p, ÿêèé äiëèòü |G|.

Ïðèêëàä 10.2. Ïiäãðóïà H � tp1q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu ¹ ñèëîâ-
ñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A4 ïîðÿäêó |A4| � 22 � 3, à ïiä-
ãðóïà K � tp1q, p12qp34qu ¹ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè A4, àëå íå ñèëîâñüêîþ.

Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè, îïóáëiêîâàíi íîðâåçüêèì ìàòåìàòèêîì Ï.Ë. Ñèëî-
âèì ó 1872 ðîöi, çà ñâî¹þ ôóíäàìåíòàëüíiñòþ i ðiçíîìàíiòíiñòþ çàñòîñóâàíü
ïîðiâíþâàíi ç òåîðåìîþ Ëàãðàíæà.

Ñïåðøó äîâåäåìî íåîáõiäíó ëåìó.

Ëåìà 10.1 (Ëåìà Êîøi).

ßêùî ïðîñòå ÷èñëî p ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó àáåëåâî¨ ãðóïè G, òî âîíà
ìiñòèòü ïiäãðóïó ïîðÿäêó p.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ïîðÿäêîì ãðó-
ïè G. ßêùî |G| � p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ëåìà î÷åâèäíà. Íåõàé n ¡ 1, i
ëåìà ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ ãðóï G ïîðÿäêó |G|   n. Äîâåäåìî äëÿ |G| � n.
Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî G ìiñòèòü åëåìåíò ïîðÿäêó p. Îáåðåìî äîâiëü-
íèé åëåìåíò a P Gzteu. ßêùî m � |a| äiëèòüñÿ íà p, òî åëåìåíò ak ìà¹
ïîðÿäîê p, äå k � m

p
. Äiéñíî, |ak| � m

pm,kq � p. Íåõàé m íå äiëèòüñÿ íà p,
òîáòî pm, pq � 1. Ðîçãëÿíåìî öèêëi÷íó ïiäãðóïó H � xay i ôàêòîðãðóïó
G{H. Îñêiëüêè |G{H| � n

m
äiëèòüñÿ íà p i |G{H|   n, òî çà ïðèïóùåí-

íÿì iíäóêöi¨ G{H ìiñòèòü åëåìåíò b � bH ïîðÿäêó p. Îñêiëüêè åëåìåíò
b P G íàëåæèòü äî ïðîîáðàçó åëåìåíòà b P G{H ïðè ïðèðîäíîìó ãîìî-
ìîðôiçìi π : G Ñ G{H, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.2 îòðèìó¹ìî, ùî |b|
äiëèòüñÿ íà |b| � p, òîáòî |b| � pt, t P N. Àëå òîäi |bt| � pt

ppt,tq � p. Ëåìó
äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 10.1 (Ïåðøà òåîðåìà Ñèëîâà).

ßêùî |G| � pk �m, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ãðóïà G ìiñòèòü ïiäãðóïó
H ïîðÿäêó |H| � pk. Çîêðåìà ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè iñíóþòü.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ïîðÿäêîì ãðó-
ïè G. ßêùî |G| � p � ïðîñòå ÷èñëî, òî òåîðåìà î÷åâèäíà. Íåõàé n ¡ 1,
i òåîðåìà ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ ãðóï G ïîðÿäêó |G|   n. Äîâåäåìî äëÿ
|G| � n. Ïðè ïðîâåäåííi iíäóêòèâíîãî êðîêó ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
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1. Ïîðÿäîê öåíòðó ZpGq ãðóïè G äiëèòüñÿ íà p. Îñêiëüêè ZpGq ¹ àáå-
ëåâîþ ãðóïîþ, òî çà ëåìîþ 10.1 ãðóïà ZpGq ìiñòèòü ïiäãðóïó A ïîðÿäêó
p. Âîíà, ÿê i êîæíà ïiäãðóïà öåíòðó, ¹ íîðìàëüíîþ â ãðóïi G. Çà òåî-
ðåìîþ Ëàãðàíæà ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïè G{A äiëèòüñÿ íà pk�1. Îñêiëüêè
|G{A| � pk�1 � m   n, òî çà ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ G{A
ìiñòèòü p-ïiäãðóïó B ïîðÿäêó |B| � pk�1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H ïîâíèé
ïðîîáðàç ãðóïè B ïðè ïðèðîäíüîìó ãîìîìîðôiçìi π : G Ñ G{A. Òîäi
H ¹ ãðóïîþ, ùî ìiñòèòü ïiäãðóïó A, ÿêà ¹ ïðîîáðàçîì îäèíèöi ãðóïè
B, A � Kerπ. Îñêiëüêè çâóæåííÿ πH ïðèðîäíüîãî ãîìîìîðôiçìó π íà
ïiäãðóïó H � G ¹ åïiìîðôiçìîì πH : H Ñ B, òî çà îñíîâíîþ òåîðå-
ìîþ ïðî ãîìîìîðôiçìè äëÿ ãðóï ãðóïà B ¹ içîìîðôíîþ ôàêòîðãðóïi
H{KerπH � H{A. Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà |H| � |B| � |A| � pk, à îòæå, H
� øóêàíà p-ïiäãðóïà ãðóïè G.

2. Ïîðÿäîê öåíòðó ZpGq ãðóïè G íå äiëèòüñÿ íà p. Ðîçãëÿíåìî äiþ
ñïðÿæåííÿ ãðóïè G íà G:

� : G�GÑ G, � : pg, aq ÞÑ gag�1.

Âiäíîñíî öi¹¨ äi¨ ãðóïà G ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ.
ßêùî êëàñ åëåìåíòà a ¹ îäíîòî÷êîâèì, òîáòî tgag�1 : g P Gu � tau, òî
ga � ag äëÿ êîæíîãî g P G, à îòæå, a P ZpGq. Çðîçóìiëî, ùî êëàñ êîæíî-
ãî åëåìåíòà öåíòðà ¹ îäíîòî÷êîâèì, à òîìó ZpGq ñïiâïàäà¹ ç îá'¹äíàííÿì
îäíîòî÷êîâèõ êëàñiâ. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ðîçáèòòÿ

G � ZpGq \Kpg1q \ . . .\Kpgsq,
äå |Kpgiq| ¥ 2 äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , su. Çâiäêè

|G| � |ZpGq| � |Kpg1q| � . . .� |Kpgsq|.
Îñêiëüêè |ZpGq| íå äiëèòüñÿ íà p, à |G| äiëèòüñÿ íà p, òî |Kpgtq| íå
äiëèòüñÿ íà p äëÿ äåÿêîãî t P t1, . . . , su. Àëå |Kpgtq| äîðiâíþ¹ iíäåêñó
|G : Cpgtq| öåíòðàëiçàòîðà Cpgtq åëåìåíòà gt â ãðóïi G. Ç òîãî, ùî

pk �m � |G| � |G : Cpgtq| � |Cpgtq|
i |G : Cpgtq| � |Kpgtq| íå äiëèòüñÿ íà p âèïëèâà¹, ùî |Cpgtq| äiëèòüñÿ
íà pk. Îñêiëüêè |G : Cpgtq| � |Kpgtq| ¥ 2, òî |Cpgtq|   |G|, à òîìó çà
ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ Cpgtq ìiñòèòü ïiäãðóïó ïîðÿäêó pk

ãðóïè G. �

Òåîðåìà 10.2 (Äðóãà òåîðåìà Ñèëîâà).

Íåõàé H i P � áóäü-ÿêi äâi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè G. Òîäi H �
aPa�1 äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a P G. Iíøèìè ñëîâàìè, âñi ñèëîâñüêi p-
ïiäãðóïè ñïðÿæåíi â ãðóïi G.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé |G| � pk �m, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, pp,mq � 1. Âèçíà-
÷èìî äiþ ãðóïè H íà ìíîæèíi pG : P q � tgP | g P Gu ëiâèõ ñóìiæíèõ
êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ P :

� : H � pG : P q Ñ pG : P q, � : ph, gP q ÞÑ phgqP.
Âiäíîñíî öi¹¨ äi¨ ìíîæèíà pG : P q ðîçáèâà¹òüñÿ íà îðáiòè, äîâæèíè ÿêèõ
äiëÿòü ïîðÿäîê |H| � pk ãðóïè H. Òàêèì ÷èíîì,

m � pk �m
pk

� |G|
|P | � |G : P | � pn1 � . . .� pns ,

äå pn1 , . . . , pns � äîâæèíè îðáiò.
Îñêiëüêè pm, pq � 1, òî ïðèíàéìíi îäíà îðáiòà ìà¹ äîâæèíó pnt � 1.

Íåõàé öÿ îðáiòà ìiñòèòü åëåìåíò aP P pG : P q, äå a P G. Òîäi HpaP q �
aP , à òîìó HpaPa�1q � aPa�1. Ç òîãî, ùî aPa�1 ¹ ãðóïîþ âèïëèâà¹, ùî
H � aPa�1. Îñêiëüêè |H| � |P | � |aPa�1|, òî H � aPa�1. �

Òåîðåìà 10.3 (Òðåòÿ òåîðåìà Ñèëîâà).

Äëÿ êiëüêîñòi sp ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè G ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ
sp � 1pmod pq òà ðiâíiñòü sp � |G : NpP q|, äå P � äîâiëüíà ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |G| � pk �m, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, pp,mq � 1. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Sp - ñiì'þ âñiõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè G. Òîäi P P Sp.
Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 10.2 âñi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ñïðÿæåíi â ãðóïi G,
òî âiäíîñíî äi¨

� : G� Sp Ñ Sp, � : pg,Kq ÞÑ gKg�1

ìíîæèíà Sp ¹ îäíîðiäíèì G-ïðîñòîðîì (ìiñòèòü òiëüêè îäíó îðáiòó). Îò-
æå, |Sp| äîðiâíþ¹ iíäåêñó íîðìàëiçàòîðà NpP q â ãðóïi G. Òàêèì ÷èíîì,
sp � |Sp| � |G : NpP q|.

Ðîçãëÿíåìî äiþ ãðóïè P íà ìíîæèíi Sp:
� : P � Sp Ñ Sp, � : pg,Kq ÞÑ gKg�1.

Âiäíîñíî çàäàíî¨ äi¨ ìíîæèíà Sp ðîçáèâà¹òüñÿ íà îðáiòè, äîâæèíè ÿêèõ
¹ äiëüíèêàìè ïîðÿäêó |P | � pk ãðóïè P . Ñïåðøó îïèøåìî âñi îäíîåëå-
ìåíòíi îðáiòè âiäíîñíî öi¹¨ äi¨. Íåõàé tHu � îäíîåëåìåíòíà îðáiòà, òîäi
g�1Hg � H äëÿ êîæíîãî g P P . Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî P � NpHq. Îñêiëü-
êè H � NpHq, òî P i H � ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè íîðìàëiçàòîðà NpHq
ãðóïè H. Çà òåîðåìîþ 10.2 ìà¹ìî, ùî P � aHa�1 äëÿ äåÿêîãî a P NpHq.
Îñêiëüêè H � aHa�1 � P , òî tP u � ¹äèíà îäíîåëåìåíòíà îðáiòà, à òîìó
ðåøòà îðáiò ìàþòü äîâæèíó pr ïðè r ¥ 1. Òàêèì ÷èíîì,

sp � |Sp| � |tP u|�|OpK1q|�. . .�|OpKnq| � 1�pk1�. . .�pkn � 1�pt, t P Z.
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Çâiäêè ñëiäó¹ êîíãðóåíöiÿ sp � 1pmod pq. �

Çàóâàæåííÿ 10.1.

Íåõàé P � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè G, äå |G| � pk � m, pp,mq � 1.
Îñêiëüêè P ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè NpP q, òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà |NpP q|
äiëèòüñÿ íà |P |. Òîäi ç ðiâíîñòi sp � |G : NpP q| � |G|

|NpP q| âèïëèâà¹,
ùî êiëüêiñòü sp ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè G ïîòðiáíî øóêàòè ñåðåä

äiëüíèêiâ ÷èñëà m � |G|
pk
.

Òâåðäæåííÿ 10.1.

Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà P ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè sp � 1.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ãðóïà P ¹ íîðìàëüíîþ â G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
NpP q � G, ùî â ñâîþ ÷åðãó ðiâíîñèëüíî ðiâíîñòi sp � |G : NpP q| � 1. �

Ïðèêëàä 10.3. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ãðóïà G ïîðÿäêó 70 ìiñòèòü ïiä-
ãðóïó ïîðÿäêó 10.

Îñêiëüêè çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 10.1 êiëüêiñòü s5 ñèëîâñüêèõ 5-ïiäãðóï
ãðóïè G ¹ äiëüíèêîì |G|

5
� 14 i s5 � 1pmod 5q, òî s5 P t1, 2, 7, 14u X

t1, 6, 11, 16, . . .u � t1u. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ¹äèíà ñèëîâñüêà 5-ïiäãðóïà
H ïîðÿäêó 5, à òîìó çà òâåðäæåííÿì 10.1 âîíà ¹ íîðìàëüíîþ â G. Çà
òåîðåìîþ 10.1 ãðóïà G ìiñòèòü ïiäãðóïó K ïîðÿäêó 2. Îñêiëüêè ïiäãðó-
ïà H íîðìàëüíà, òî HK ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.1.
Ç p|H|, |K|q � p5, 2q � 1 òà íàñëiäêó 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹,
ùî H XK � teu, à òîìó |HK| � |H| � |K| � 10.

Ïðèêëàä 10.4. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ãðóïà G ïîðÿäêó 140 ìiñòèòü ïiä-
ãðóïó iíäåêñà 2.

Îñêiëüêè çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 10.1 êiëüêiñòü s5 ñèëîâñüêèõ 5-ïiäãðóï
ãðóïè G ¹ äiëüíèêîì |G|

5
� 28 i s5 � 1pmod 5q, òî s5 P t1, 2, 4, 7, 14, 28u X

t1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, . . .u � t1u. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ¹äèíà ñèëîâñüêà 5-
ïiäãðóïà H1 ïîðÿäêó 5, à òîìó çà òâåðäæåííÿì 10.1 âîíà ¹ íîðìàëüíîþ
â G. Àíàëîãi÷íî s7 ¹ äiëüíèêîì

|G|
7
� 20 i s7 � 1pmod 7q, à îòæå, s7 � 1.

Òîìó ãðóïà G ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó 7-ïiäãðóïó H2 ïîðÿäêó 7.
Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.2 äîáóòîê H � H1H2 äâîõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï
H1 òà H2 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Ç p|H1|, |H2|q � p5, 7q � 1 òà
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íàñëiäêó 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî H1 X H2 � teu, à òîìó
|H| � |H1| � |H2| � 35. Çà òåîðåìîþ 10.1 ãðóïà G ìiñòèòü ïiäãðóïó K
ïîðÿäêó 2. Îñêiëüêè ïiäãðóïà H íîðìàëüíà, òî T � HK ¹ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.1, i |T | � |H| � |K| � 70. Òàêèì ÷èíîì,
iíäåêñ ïiäãðóïè T â ãðóïi G äîðiâíþ¹ |G|

|T | � 2.

Ïðèêëàä 10.5. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ãðóïà G ïîðÿäêó 33 ¹ öèêëi÷íîþ.
Çíàéäåìî êiëüêiñòü s3 ñèëîâñüêèõ 3-ïiäãðóï òà êiëüêiñòü s11 ñèëîâ-

ñüêèõ 11-ïiäãðóï ãðóïè G. Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 10.1 ÷èñëî s3 ¹ äiëü-
íèêîì |G|

3
� 11 i çà òåîðåìîþ 10.3 ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ s3 � 1pmod 3q.

Òîäi s3 P t1, 11u X t1, 4, 7, 10, 13, . . .u � t1u. Îòæå, s3 � 1, à òîìó çà òâåð-
äæåííÿì 10.1 ñèëîâñüêà 3-ïiäãðóïà H1 ïîðÿäêó |H1| � 3 ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Àíàëîãi÷íî s11 ¹ äiëüíèêîì 3 i s11 � 1pmod 11q, à
îòæå, s11 � 1. Òîìó ãðóïà G ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó 11-ïiäãðóïó
H2 ïîðÿäêó |H2| � 11. Îñêiëüêè çà íàñëiäêîì 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà
âñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ãðóïè H1 ìàþòü ïîðÿäîê 3, à âñi íåîäèíè÷íi
åëåìåíòè ãðóïè H2 ïîðÿäîê 11, òî H1 X H2 � teu. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
|H1H2| � |H1| � |H2| � 33, à òîìó H1H2 � G. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G ¹
âíóòðiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì íîðìàëüíèõ ïiäãðóï H1 i H2. Îñêiëüêè
ãðóïè H1 i H2 ìàþòü ïðîñòèé ïîðÿäîê, òî âîíè ¹ öèêëi÷íèìè, à òîìó
ãðóïà G � C3 � C11 ¹ àáåëåâîþ.

Íåõàé H1 � xay, H2 � xby. Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíò c � ab � ba ìà¹ ïî-
ðÿäîê 3 �11 � 33. Çà íàñëiäêîì 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà |c| P t1, 3, 11, 33u.
ßêáè |c| � 1, òî ab � e, çâiäêè |a| � |b|, i îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü. ßêùî
á |c| � 3, òî e � pabq3 � a3b3 � b3, ùî ñóïåðå÷èòü |b| � 11. Àíàëîãi÷íî
ó âèïàäêó |c| � 11 îòðèìà¹ìî a11 � e, çâiäêè e � a2pa3q3 � a2e � a2 �
ñóïåðå÷íiñòü ç |a| � 3. Òàêèì ÷èíîì, |c| � 33, à òîìó ïîðîäæåíà åëå-
ìåíòîì c öèêëi÷íà ïiäãðóïà ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ G. Îòæå, G � öèêëi÷íà
ãðóïà.

Ïðèêëàä 10.6. Çíàéäåìî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 7 ïðîñòî¨ ãðóïè G
ïîðÿäêó 168.

Ñïåðøó âiäøóêà¹ìî êiëüêiñòü ñèëîâñüêèõ 7-ïiäãðóï ãðóïè G ïîðÿä-
êó |G| � 168 � 23 �3�7. ßê âiäîìî s7 ¹ äiëüíèêîì 168

7
� 24 i s7 � 1pmod 7q.

Îòæå, s7 P t1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24u X t1, 8, 15, 22, 29, . . .u � t1, 8u. Îñêiëüêè
ãðóïà G ïðîñòà, òî âîíà íå ìiñòèòü âëàñíèõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï, à òîìó
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s7 � 1 çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 10.1. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G ìiñòèòü 8 ïiä-
ãðóï ïîðÿäêó 7. Çà íàñëiäêîì 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà êîæåí íåîäèíè-
÷íèé åëåìåíò ïiäãðóïè ïîðÿäêó 7 ìà¹ ïîðÿäîê 7. Îòæå, êîæíà ïiäãðóïà
ïîðÿäêó 7 ìiñòèòü 6 åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 7. Äâi ðiçíi ïiäãðóïè ïîðÿäêó 7
ìàþòü òðèâiàëüíèé ïåðåòèí (áî iíàêøå ñïiëüíèé íåîäèíè÷íèé åëåìåíò
ìàâ áè ïîðÿäîê 7 i ïîðîäæóâàâ áè ¨õ îáîõ, à òîìó âîíè á çáiãàëèñÿ).
Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 7 äîðiâíþ¹ 8 � 6 � 48.

Òâåðäæåííÿ 10.2.

Íåõàé ãðóïà G ìà¹ ïîðÿäîê |G| � p2q, äå p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Òîäi
G ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó p-ïiäãðóïó àáî íîðìàëüíó ñèëîâñüêó
q-ïiäãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîäi çà òâåðäæåííÿì 10.1 îòðè-
ìà¹ìî íåðiâíîñòi sp ¡ 1 i sq ¡ 1. Ñèëîâñüêi q-ïiäãðóïè ìàþòü ïîðÿäîê
q, à òîìó ¹ öèêëi÷íèìè i ïîðîäæóþòüñÿ áóäü-ÿêèì ñâî¨ì íåîäèíè÷íèì
åëåìåíòîì. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí åëåìåíò ïîðÿäêó q ïîðîäæó¹ ñèëîâñüêó
q-ïiäãðóïó. Îñêiëüêè ¹äèíèìè äiëüíèêàìè q ¹ 1 i q, òî äâi ðiçíi ñèëîâñüêi
q-ïiäãðóïè ìàþòü òðèâiàëüíèé ïåðåòèí. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ïîðÿäêó q ãðóïè G äîðiâíþ¹ sqpq � 1q. Çãiäíî ç çàóâàæåí-
íÿì 10.1 ÷èñëî sq äiëèòü p2, à òîìó sq P tp, p2u.

ßêùî sq � p2, òî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ïîðÿäêîì ÿêèõ íå ¹ ÷èñëî q äî-
ðiâíþ¹ p2q � p2pq � 1q � p2. Îñêiëüêè ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ìà¹ ïîðÿäîê
p2 i íå ìîæå ìiñòèòè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó q, òî âîíà ìiñòèòü âñi p2 åëå-
ìåíòiâ, ÿêi íå ìàþòü ïîðÿäêó q. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iíøèõ ñèëîâñüêèõ
p-ïiäãðóï íåìà¹, òîáòî sp � 1 � ñóïåðå÷íiñòü.

Íåõàé sq � p. Òîäi p � sq � 1pmod qq, à îòæå p ¡ q. Îñêiëüêè sp
äiëèòü q, òî sp � q. Çâiäêè q � 1pmod pq, à îòæå, q ¡ p. Òàêèì ÷èíîì,
ïî÷àòêîâå ïðèïóùåííÿ íå âiðíå i ãðóïà G ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó
p-ïiäãðóïó àáî íîðìàëüíó ñèëîâñüêó q-ïiäãðóïó. �

Ñêií÷åííà ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíîþ, ÿêùî âñi ¨¨ ñèëîâñüêi ïiä-
ãðóïè ¹ íîðìàëüíèìè. Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó pn, äå p � ïðîñòå
÷èñëî, ¹ íiëüïîòåíòíîþ.

Äàëi îïèøåìî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi ãðóïè ïîðÿäêiâ p, p2 i pq, äå
p, q � ïðîñòi ÷èñëà.

ßêùî ïîðÿäîê ãðóïè G äîðiâíþ¹ p, òî çà íàñëiäêîì 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàí-
æà êîæåí íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G ìà¹ ïîðÿäîê p, à òîìó G ¹ öèêëi-
÷íîþ ãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ áóäü-ÿêèì íåîäèíè÷íèì åëåìåíòîì. Òàêèì ÷èíîì,
ç òâåðäæåííÿ 6.4 âèïëèâà¹ íàñòóïíå
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Òâåðäæåííÿ 10.3.

Ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ ¹äèíà ãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó p �
öèêëi÷íà Cp.

Ïåðåéäåìî äî îïèñó âñiõ ãðóï G ïîðÿäêó p2. Çãiäíî ç íàñëiäêîì ç òåî-
ðåìè Ëàãðàíæà ïîðÿäîê êîæíîãî íåîäèíè÷íîãî åëåìåíòà ãðóïè G íàëåæèòü
ìíîæèíi tp, p2u.

ßêùî ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíò ïîðÿäêó p2, òî âîíà ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ,
ïîðîäæåíîþ äàíèì åëåìåíòîì. Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó âèïàäêó ãðóïà G içî-
ìîðôíà öèêëi÷íié ãðóïi Cp2 ïîðÿäêó p2.

Íåõàé êîæåí íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G ìà¹ ïîðÿäîê p. Îáåðåìî äî-
âiëüíi åëåìåíòè a P Gzteu i b P Gzxay. Ïåðåòèí öèêëi÷íèõ ïiäãðóï xay i xby
äîðiâíþ¹ teu, áî ÿêáè xay X xby ìiñòèâ äåÿêèé íåîäèíè÷íèé åëåìåíò, òî ïîðî-
äæåíà íèì ïiäãðóïà ïîðÿäêó p ñïiâïàäàëà áè ÿê ç xay, òàê i ç xby. Îñêiëüêè
çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.3 ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ, òî xay i xby � íîðìàëüíi â G
ïiäãðóïè. Êðiì òîãî, xay � xby � G. Îòæå, G � xay � xby � Cp � Cp.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 10.4.

ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ äâi ãðóïè
ïîðÿäêó p2 � Cp2 i Cp � Cp.

Ïðèêëàä 10.7. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ãðóïà G ïîðÿäêó 36 íå ¹ ïðîñòîþ.
Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 10.1 êiëüêiñòü s3 ñèëîâñüêèõ 3-ïiäãðóï ãðóïè

G ¹ äiëüíèêîì |G|
9
� 4 i s3 � 1pmod 3q çà òåîðåìîþ 10.3, à òîìó s3 P

t1, 4u. ßêùî s3 � 1, òî çà òâåðäæåííÿì 10.1 ñèëîâñüêà 3-ïiäãðóïà ¹
íîðìàëüíîþ. Íåõàé G ìiñòèòü 4 ðiçíi ñèëîâñüêi 3-ïiäãðóïè ïîðÿäêó 9 i
H,K � äîâiëüíi äâi ç íèõ. Îñêiëüêè |H| � |K| � 9, òî çà òâåðäæåííÿì 7.3
äàíi ãðóïè ¹ àáåëåâèìè, à òîìó ¨õ ïiäãðóïà HXK ¹ íîðìàëüíîþ ÿê â K,
òàê i â H. Ç òîãî, ùî H � K i òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî |HXK| P
t1, 3u. ßêáè |H X K| � 1, òî |HK| � |H||K| � 81 ¡ 36 � |G|, à òîìó
|H XK| � 3. Îñêiëüêè H XK ¹ íîðìàëüíîþ â H i K, òî íîðìàëiçàòîð
NpH X Kq ïiäãðóïè H X K â ãðóïi G ìiñòèòü îáèäâi ãðóïè H i K.
Òîäi ç ðiâíîñòi |H X K| � 3 âèïëèâà¹, ùî |NpH X Kq| ¥ 15. Îñêiëüêè
ãðóïà NpH X Kq � G ìiñòèòü ïiäãðóïó H, òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà
|G| � 36 äiëèòüñÿ íà |NpH X Kq| i |NpH X Kq| äiëèòüñÿ íà |H| � 9.
Òàêèì ÷èíîì, |NpHXKq| P t18, 36u. ßêùî |NpHXKq| � 18, òî ïiäãðóïà
NpHXKq iíäåêñà 2 ¹ íîðìàëüíîþ â G. Ó âèïàäêó |NpHXKq| � 36 ìà¹ìî
G � NpH XKq, à òîìó H XK ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.
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Ïðèêëàä 10.8. Äîâåäåìî, ùî êîæíà ãðóïà G ïîðÿäêó 75950, ÿêà ìiñòèòü
ïiäãðóïó iíäåêñà 2, ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

Íåõàé H � ïiäãðóïà iíäåêñà 2 â ãðóïi G ïîðÿäêó |G| � 2 � 52 � 72 � 31.
Òîäi |H| � |G|

2
� 52 � 72 � 31. Êîæíà ïiäãðóïà iíäåêñà 2 ¹ íîðìàëüíîþ i

ôàêòîðãðóïà G{H ìà¹ ïîðÿäîê 2, òîìó ¹ öèêëi÷íîþ, à îòæå, àáåëåâîþ.
Îñêiëüêè s31 ¹ äiëüíèêîì

|H|
31
� 5272 i s31 � 1pmod 31q, òî

s31 P t1, 5, 7, 25, 35, 49, 175, 245, 1225u.
Ñåðåä äàíèõ ÷èñåë òiëüêè äëÿ 1 âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ, à òîìó s31 � 1,
i ãðóïà H ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó 31-ïiäãðóïó K.

Ïîêàæåìî, ùî ôàêòîðãðóïà H{K ¹ àáåëåâîþ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 52 � 72, çîêðåìà i H{K, ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâ-
ñüêó 5-ïiäãðóïó H1 ïîðÿäêó 25 i íîðìàëüíó ñèëîâñüêó 7-ïiäãðóïó H2

ïîðÿäêó 49. Îñêiëüêè çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè Ëàãðàíæà âñi íåîäèíè-
÷íi åëåìåíòè ãðóïè H1 ìàþòü ïîðÿäîê 5 àáî 25, à âñi íåîäèíè÷íi åëå-
ìåíòè ãðóïè H2 ïîðÿäîê 7 àáî 49, òî H1 XH2 � teu. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
|H1 �H2| � |H1| � |H2| � 1225, à òîìó H{K � H1�H2. Çà òâåðäæåííÿì 7.3
ãðóïè H1 i H2 ¹ àáåëåâèìè, à òîìó ãðóïà H{K òàêîæ ¹ àáåëåâîþ.

Òðèâiàëüíà ïiäãðóïà teu ¹ íîðìàëüíîþ â êîæíié ãðóïi, çîêðåìà â
ãðóïi K. Êðiì òîãî, ôàêòîðãðóïà K{teu � K ïðîñòîãî ïîðÿäêó 31 ¹
öèêëi÷íîþ, à òîìó � àáåëåâà.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîáóäóâàëè íîðìàëüíèé ðÿä

G � H � K � teu
ç àáåëåâèìè ôàêòîðãðóïàìè G{H, H{K òà K{teu. Îòæå, ãðóïà G ¹
ðîçâ'ÿçíîþ.

Ðîçãëÿíåìî ãðóïó G ïîðÿäêó |G| � pq, äå p, q � ïðîñòi ÷èñëà, p   q.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ 10.3 i çàóâàæåííÿì 10.1 äëÿ êiëüêîñòi sq ñèëîâñüêèõ q-

ïiäãðóï ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ sq � 1pmod qq i sq ¹ äiëüíèêîì |G|
q
� p. Îñêiëüêè

ïðè t ¥ 1 ìà¹ìî p   q   1�qt, òî sq � 1. Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 10.1 ñèëîâñüêà
q-ïiäãðóïà Q ïîðÿäêó |Q| � q ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Êiëüêiñòü sp ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ¹ äiëüíèêîì |G|
p
� q, à îòæå, sp � 1

àáî sp � q. Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ sp � 1pmod pq. ßêùî sp � 1
(öå ãàðàíòîâàíî áóäå âèêîíóâàòèñÿ ó âèïàäêó, êîëè p íå ¹ äiëüíèêîì q � 1),
òî ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà P ïîðÿäêó p ¹ íîðìàëüíîþ â G. Íåõàé a P Qzteu i
b P P zteu, à òîìó |a| � q i |b| � p. Òîäi Q � xay, P � xby. Ç ðiçíèõ ïîðÿäêiâ
íåîäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ ãðóï Q i P âèïëèâà¹, ùî Q X P � teu. Êðiì òîãî,
xay�xby � G, à îòæå, G � xay�xby � Cq�Cp � àáåëåâà ãðóïà. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî åëåìåíò c � ab � ba ìà¹ ïîðÿäîê pq, à òîìó G � xcy. Òàêèì ÷èíîì, ó
âèïàäêó sp � 1 ãðóïà G ¹ öèêëi÷íîþ, i G � Cq �Cp � Cpq. ßêùî æ sp � q, òî
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çà òâåðäæåííÿì 10.1 ãðóïà P íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Îñêiëüêè
ãðóïà Q � xay ¹ íîðìàëüíîþ, òî b�1ab � ar äëÿ äåÿêîãî r P t1, . . . , q�1u. ßêùî
r � 1, òî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ. Íåõàé r � 1. Òîäi ari � pb�1abqi � b�1aib äëÿ
êîæíîãî i P Z, çîêðåìà b�1arb � ar

2
, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî b�2ab2 � b�1arb �

ar
2
, à îòæå, b�sabs � ar

s
äëÿ êîæíîãî s P Z. Òàêèì ÷èíîì, ïðè s � p ìà¹ìî

a � b�pabp � ar
p
, çâiäêè ar

p�1 � e. Îñêiëüêè |a| � q, òî rp � 1 äiëèòüñÿ íà q, à
îòæå, rp � 1pmod qq. Êðiì òîãî, îäåðæó¹ìî ôîðìóëó ìíîæåííÿ

pbxayqpbzatq � bxpaybzqat � bxpbzayrzqat � bx�zayr
z�t, äå x, y, z, t P Z.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿêùî q � 1 äiëèòüñÿ íà p, rp � 1pmod qq i r P
t2, . . . , q�1u, òî äàíà ôîðìóëà âèçíà÷à¹ íåàáåëåâó ãðóïó ïîðÿäêó pq, ïîðîäæå-
íó åëåìåíòàìè a i b. Çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà êîíãðóåíöiÿ rq�1 � 1pmod qq
ìà¹ q � 1 ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi óòâîðþþòü öèêëi÷íó ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó ïî-
ðÿäêó q � 1. Ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöi¨ rp � 1pmod qq óòâîðþþòü öèêëi÷íó ïiä-
ãðóïó ïîðÿäêó p, à òîìó òi ç íèõ, ÿêi âiäìiííi âiä 1 � qZ ìàþòü âèãëÿä
r�qZ, r2�qZ, . . . , rp�1�qZ, äå r�qZ � îäèí ç òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âñi öi ðîçâ'ÿçêè
âèçíà÷àþòü îäíó i òó æ ãðóïó ïîðÿäêó pq, îñêiëüêè çàìiíà òâiðíîãî b íà bj

âåäå äî çàìiíè r íà rj.
Îñêiëüêè Q � G, Q X P � teu i Q � P � G, òî â öüîìó âèïàäêó ãðóïà G ¹

íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì Q� P � Cq � Cp ãðóï Q i P .
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 10.5.

Íåõàé p, q ïðîñòi ÷èñëà, p   q. ßêùî q � 1 íå äiëèòüñÿ íà p, òî ç
òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ ¹äèíà ãðóïà ïîðÿäêó pq: öèêëi÷íà Cpq;
à êîëè q � 1 äiëèòüñÿ íà p, òî � äâi: öèêëi÷íà Cpq i íåàáåëåâà

G � xa, b | aq � bp � e, ab � bary,
äå rp � 1pmod qq i r P t2, . . . , q � 1u.

Ïðèêëàä 10.9. Îïèøåìî âñi íåàáåëåâi ãðóïè G ïîðÿäêó 8. Ãðóïà G íå
ìiñòèòü åëåìåíòà ïîðÿäêó 8, áî iíàêøå âîíà áóëà á öèêëi÷íîþ. ßêùî
âñi ¨¨ åëåìåíòè ïîðÿäêó 2, òî ba � a2bab2 � apabq2b � ab, à òîìó G
� àáåëåâà ãðóïà. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíò a ïîðÿäêó 4.
Íåõàé b R xay � H, òîäi G � H \ bH i b2 P H. ßêùî b2 P ta, a3u, òî b ¹
åëåìåíòîì ïîðÿäêó 8, i G � öèêëi÷íà ãðóïà. Îòæå, b2 P te, a2u. Îñêiëüêè
H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òî b�1ab P H. Ç òîãî, ùî b�1ab ¹
åëåìåíòîì ïîðÿäêó 4 âèïëèâà¹ b�1ab P ta, a3u. ßêùî b�1ab � a, òî G ¹
àáåëåâîþ ãðóïîþ, à òîìó b�1ab � a3. Îòæå, ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó
¹ äâi íåàáåëåâi ãðóïè G ïîðÿäêó 8:

D4 � xa, b | a4 � b2 � e, b�1ab � a3y, Q8 � xa, b | a4 � e, b2 � a2, b�1ab � a3y.
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Âèêîðñòîâóþ÷è ðàíiøå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ó íàñòóïíié òàáëèöi ïîäàìî
ïîâíó êëàñèôiêàöiþ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó ãðóï G ïîðÿäêó |G| ¤ 10:

ïîðÿäîê êiëüêiñòü àáåëåâi íåàáåëåâi

1 1 C1 �
2 1 C2 �
3 1 C3 �
4 2 C4, V4 � C2 � C2 �
5 1 C5 �
6 2 C6 S3 � D3 � C3 � C2

7 1 C7 �
8 5 C8, C4 � C2, C2 � C2 � C2 Q8, D4 � C4 � C2

9 2 C9, C3 � C3 �
10 2 C10 D5 � C5 � C2

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [2, ñ. 92�96], [11, ñ. 23�26], [12, ñ. 139�149], [13,

ñ. 54�64], [15, ñ. 227�238].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 10.

10.1. Âèïèñàòè âñi ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè i 3-ïiäãðóïè ãðóï S3 i A4.

10.2. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè pH,P q ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè S3 çíàéòè òàêèé
åëåìåíò a P S3, ùî H � aPa�1.

10.3. Çíàéòè ïîðÿäêè âñiõ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S20.

10.4. Çíàéòè ïîðÿäîê ñèëîâñüêî¨ p�ïiäãðóïè ãðóïè Spk .

10.5. Íåõàé G � àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n, i ïðîñòå ÷èñëî p ¹ äiëüíèêîì n.
Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ìiñòèòü ¹äèíó ñèëîâñüêó p-ïiäãðóïó. Çíàéòè ñèëîâñüêó
2-ïiäãðóïó òà ñèëîâñüêó 3-ïiäãðóïó öèêëi÷íî¨ ãðóïè C24.

10.6. Ñêiëüêè ñèëîâñüêèõ 7-ïiäãðóï i 11-ïiäãðóï ìiñòèòü ãðóïà ïîðÿäêó 4235?

10.7. Ñêiëüêè ïiäãðóï ïîðÿäêó 5 ìiñòèòü çíàêîçìiííà ãðóïà A5?

10.8. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ ïðîñòèõ ãðóï ïîðÿäêiâ 350, 196, 200.

10.9. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 5 ìiñòèòü ãðóïà ïîðÿäêó 255, ÿêà íå ìà¹
íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ïîðÿäêó 5?

10.10. Ñêiëüêè ðiçíèõ ñèëîâñüêèõ 3-ïiäãðóï i ñèëîâñüêèõ 5-ïiäãðóï â íåà-
áåëåâié ãðóïi ïîðÿäêó 225?

10.11. Ïîêàçàòè, ùî âñi ãðóïè ïîðÿäêiâ 15, 101, 143 òà 2431 ¹ öèêëi÷íèìè.

10.12. Äîâåñòè, ùî âñi ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ãðóïè ïîðÿäêó 11025 ¹ àáåëåâèìè.
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10.13. Äîâåñòè, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 5929 ¹ àáåëåâîþ.

10.14. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 385 ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó
ïîðÿäêó 77.

10.15. Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ïîðÿäêó 715 ìiñòèòü ïiäãðóïè âñiõ ïîðÿäêiâ,
ÿêi ¹ äiëüíèêàìè 715.

10.16. Äîâåñòè, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 30 ìiñòèòü ïiäãðóïó iíäåêñà 2.

10.17. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïè ïîðÿäêiâ 56 i 80 ìiñòÿòü íîðìàëüíi ñèëîâñüêi
ïiäãðóïè.

10.18. Íåõàé G � ãðóïà ïîðÿäêó 48. Ïîêàçàòè, ùî ïåðåòèí êîæíèõ äâîõ
ðiçíèõ ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè G ìà¹ ïîðÿäîê 8.

10.19. Äîâåñòè, ùî âñi ãðóïè ïîðÿäêiâ 1815 i 1474 ¹ ðîçâ'ÿçíèìè.

10.20. ×è iñíóþòü íåðîçâ'ÿçíi ãðóïè ïîðÿäêó 27783?

10.21. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ãðóïà S3 íiëüïîòåíòíîþ.

10.22. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó 1225 � íiëüïîòåíòíà.

10.23. Äîâåñòè, ùî êîæíà íiëüïîòåíòíà ãðóïà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

10.24. Äîâåñòè, ùî pG, �q, äå
G � pZ3zt0uq � Z3, pa1, b1q � pa2, b2q � pa1a2, a1b2 � b1q,

¹ ãðóïîþ, içîìîðôíîþ ñèìåòðè÷íié ãðóïi S3.

10.25. Â ãðóïi pG, �q çíàéòè íåàáåëåâó ïiäãðóïó ïîðÿäêó 21, ÿêùî

G � pZ7zt0uq � Z7, pa1, b1q � pa2, b2q � pa1a2, a1b2 � b1q.
10.26. Íåõàé p, q � ïðîñòi ÷èñëà i q � 1 äiëèòüñÿ íà p. Äîâåñòè, ùî ãðóïà
pG, �q, äå

G � pZqzt0uq � Zq, pa1, b1q � pa2, b2q � pa1a2, a1b2 � b1q,
ìiñòèòü íåàáåëåâó ïiäãðóïó ïîðÿäêó pq.

10.27. Çíàéòè âñi íîðìàëüíi ïiäãðóïè äiåäðàëüíî¨ ãðóïè Dp ïîðÿäêó 2p, äå
p � ïðîñòå ÷èñëî.

10.28. Äîâåñòè, ùî ÿêùî |G| � p2q2 � 36 (äå p i q � ïðîñòi ÷èñëà), òî G
ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó ïiäãðóïó.

10.29. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà ãðóïà G ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê ñâî-
¨õ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî äiëü-
íèêà p ñâîãî ïîðÿäêó ìiñòèòü ¹äèíó ñèëîâñüêó p�ïiäãðóïó.

10.30. Äîâåñòè, ùî âñi ãðóïè ïîðÿäêiâ p2q òà 2pq, äå p, q � ïðîñòi ÷èñëà, ¹
ðîçâ'ÿçíèìè.
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10.31. Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ñêií÷åííî¨ ãðóïè G, P � ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà ãðóïè H. Äîâåñòè, ùî G � NpP qH.

10.32. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ïiäãðóïà K ñêií÷åíî¨ ãðóïè G ìiñòèòü íîðìàëiçà-
òîð äåÿêî¨ ñèëîâñüêî¨ ïiäãðóïè, òî NpKq � K.



Ðîçäië II

Åëåìåíòè òåîði¨ êiëåöü

Ëåêöiÿ 1. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ. Êëàñè êiëåöü

Òðiéêà pR, B , d q, äå R � ìíîæèíà, B : R � R Ñ R, d : R � R Ñ R �
áiíàðíi îïåðàöi¨, íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) pR, Bq � àáåëåâà ãðóïà;
2) pR, dq � íàïiâãðóïà;
3) äëÿ êîæíèõ a, b, c P R ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

adpbBcq � pad bqBpad cq,
paBbqd c � pad cqBpbd cq.

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî áiíàðíà îïåðàöiÿ d ìà¹
âèùèé ïðiîðèòåò, íiæ B . ßêùî ç êîíòåêñòó çðîçóìiëî, ïðî ÿêi áiíàðíi îïåðàöi¨
éäå ìîâà, òî çàìiñòü pR, B , dq ïèñàòèìåìî R.

Ïðèêëàä 1.1. Íåõàé pG, Bq � àáåëåâà ãðóïà ç îäèíèöåþ e. Âèçíà÷èìî
áiíàðíó îïåðàöiþ d : G � G Ñ G ïîêëàâøè a d b � e äëÿ êîæíèõ
a, b P G. Òîäi pG, B , dq � êiëüöå. Äiéñíî,

adpbd cq � ad e � e � ed c � pad bqd c,
adpbBcq � e � eBe � pad bqBpad cq,
paBbqd c � e � eBe � pad cqBpbd cq.

Ïðèêëàä 1.2. Áiëüøiñòü âiäîìèõ íàì ÷èñëîâèõ ìíîæèí ç îïåðàöiÿìè
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ¹ êiëüöÿìè: pZ,�, �q, pQ,�, �q, pR,�, �q, pC,�, �q.
Òðiéêà pN,�, �q íå ¹ êiëüöåì, îñêiëüêè pN,�q íå ¹ ãðóïîþ.

ßêùî pR, B , d q � êiëüöå, òî ïîòóæíiñòü |R| ìíîæèíè R íàçèâà¹òüñÿ ïî-
ðÿäêîì êiëüöÿ. Êiëüöå ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó íàçèâàòèìåìî ñêií÷åííèì.

Îäèíèöþ ãðóïè pR, Bq íàçèâàòèìåìî íóëåì êiëüöÿ pR, B , d q i ïîçíà÷à-
òèìåìî θ. Îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ãðóïè pR, Bq íàçèâàòèìåìî ïðî-
òèëåæíèì åëåìåíòîì äî a i ïîçíà÷àòèìåìî aa. Äîìîâèìîñÿ òàêîæ ÷åðåç
aab ïîçíà÷àòè åëåìåíò aBpabq.
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Òâåðäæåííÿ 1.1.

Íåõàé pR, B , d q � êiëüöå. Òîäi äëÿ êîæíèõ a, b P R ìàþòü ìiñöå ðiâ-
íîñòi:

1) ad θ � θd a � θ;
2) apad bq � paaqd b � adpabq.

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè

θBad θ � ad θ � adpθBθq � ad θBad θ i

θBθd a � θd a � pθBθqd a � θd aBθd a,
òî ad θ � θ � θd a.
2) Ç ðiâíîñòåé

ad bBpaaqd b � paaaqd b � θd b � θ i

ad bBadpabq � adpbabq � ad θ � θ

âèïëèâà¹, ùî apad bq � paaqd b � adpabq. �

Êiëüöå pR, B , d q íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì, ÿêùî a d b � b d a äëÿ
êîæíèõ a, b P R. ßêùî pR, d q � ìîíî¨ä ç îäèíèöåþ e, òî êiëüöå pR, B , d q
íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç îäèíèöåþ, à åëåìåíò e � îäèíèöåþ êiëüöÿ.

Ïðèêëàä 1.3. Íåõàé R � êiëüöå, n P N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mpn,Rq ìíî-
æèíó âñiõ n� n-ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R. Ìíîæèíà Mpn,Rq ç
îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ. ßêùî
R � tθu i n ¥ 2, òî êiëüöå Mpn,Rq íå ¹ êîìóòàòèâíèì.

Åëåìåíò a êiëüöÿ pR, B , dq íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî ad a � a.

Ïðèêëàä 1.4. ßêùî R � êiëüöå ç îäèíèöåþ e, òî â êiëüöi Mp2, Rq äëÿ
êîæíîãî a P R ìàòðèöÿ

�
e a

θ θ

�
¹ iäåìïîòåíòîì, îñêiëüêè

�
e a

θ θ

��
e a

θ θ

�
�
�
e a

θ θ

�
.

Åëåìåíò a � θ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ pR, B , d q íàçèâà¹òüñÿ äiëüíèêîì
íóëÿ, ÿêùî ad b � θ äëÿ äåÿêîãî b P R, b � θ.
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Ïðèêëàä 1.5. Ó êiëüöi Mp2, Rq ìàòðèöi
�
a θ

θ θ

�
i

�
θ θ

θ b

�
, äå a, b P

Rztθu, ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ, îñêiëüêè�
a θ

θ θ

��
θ θ

θ b

�
�
�

θ θ

θ θ

�
i

�
θ θ

θ b

��
a θ

θ θ

�
�
�

θ θ

θ θ

�
.

ßêùî R � tθu, òî êiëüöå R íàçèâàòèìåìî òðèâiàëüíèì, â iíøîìó âèïàäêó
� íåòðèâiàëüíèì.

Íåòðèâiàëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ öiëiñíèì êiëü-
öåì àáî îáëàñòþ öiëiñíîñòi, ÿêùî âîíî íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ, òîáòî ç
ðiâíîñòi ad b � θ âèïëèâà¹, ùî a � θ àáî b � θ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.

Íåõàé pR, B ,dq � íåòðèâiàëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Êiëü-
öå R ¹ öiëiñíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî a P Rztθu ëiâèé
çñóâ

la : RÑ R, lapxq � adx,
¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � öiëiñíå êiëüöå i a � θ. ßêùî lapxq � lapyq, òî
adx � ad y, à òîìó adpxayq � θ. Îñêiëüêè a � θ i R � öiëiñíå êiëüöå,
òî xay � θ, çâiäêè x � y. Îòæå, la � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Íåõàé êiëüöå R íå ¹ öiëiñíèì. Òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè a, b P R,
a � θ, b � θ, ùî ad b � θ. Îñêiëüêè lapθq � ad θ � θ � ad b � lapbq, òî
âiäîáðàæåííÿ la íå ¹ ií'¹êòèâíèì. �

Êiëüöå pR, B , dq ç îäèíèöåþ e � θ íàçèâà¹òüñÿ òiëîì, ÿêùî pRztθu, dq ¹
ãðóïîþ, òîáòî äëÿ êîæíîãî a P R, a � θ, iñíó¹ a�1 P R, ùî ada�1 � a�1da � e.
Êîìóòàòèâíå òiëî íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì.

Êîæíå ïîëå pF, B , dq ¹ öiëiñíèì êiëüöåì. Äiéñíî, ÿêùî a, b P F , ad b � θ
i a � θ, òî iñíó¹ a�1 P R, ùî a d a�1 � a�1 d a � e. Àëå òîäi b � e d b �
a�1d ad b � a�1d θ � θ.

Ïðèêëàä 1.6. Êiëüöÿ pQ,�, �q, pR,�, �q, pC,�, �q ¹ ïîëÿìè, à pZ,�, �q �
öiëiñíå êiëüöå, ÿêå íå ¹ ïîëåì.

Òâåðäæåííÿ 1.3.

Êîæíå ñêií÷åííå öiëiñíå êiëüöå ¹ ïîëåì.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé pR, B , d q � ñêií÷åííå öiëiñíå êiëüöå. Òîäi R � êî-
ìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ e. Íåõàé a P R, a � θ. Çà òâåðäæåííÿì 1.2
âiäîáðàæåííÿ la : R Ñ R, lapxq � ad x, ¹ ií'¹êòèâíèì. Îñêiëüêè êiëü-
öå R ¹ ñêií÷åííèì, òî la � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi äëÿ îäèíèöi
e P R iñíó¹ òàêèé x P R, ùî lapxq � e, çâiäêè ad x � e i x � a�1. Òàêèì
÷èíîì, äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a êiëüöÿ R iñíó¹ îáåðíåíèé
a�1 P R, à òîìó R � ïîëå. �

Íåõàé pR, B , d q � êiëüöå ç îäèíèöåþ e. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R� ìíîæèíó
âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà pR, dq. ßêùî a i b � îáîðîòíi åëåìåíòè, òî
pad bq�1 � b�1da�1 i pa�1q�1 � a, à òîìó R� � ãðóïà, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ
äiëüíèêiâ îäèíèöi êiëüöÿ R.

Ïðèêëàä 1.7. Ó êiëüöi pZ,�, �q ç ðiâíîñòi ab � 1 âèïëèâà¹, ùî a � b � 1
àáî a � b � �1, à òîìó Z� � t1,�1u.

Çðîçóìiëî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå F ç îäèíèöåþ ¹ ïîëåì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè F � � F ztθu.

Ñåðåä íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí êiëüöÿ R äåÿêi ìîæóòü òàêîæ áóòè êiëü-
öÿìè. Ïiäìíîæèíà K êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì, ÿêùî K ¹ êiëüöåì
âiäíîñíî òèõ æå îïåðàöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà R. Çàóâàæèìî, ùî êîæíå êiëüöå R
ìiñòèòü íóëüîâå ïiäêiëüöå tθu i ïiäêiëüöå R. Öi ïiäêiëüöÿ íàçèâàþòüñÿ òðè-

âiàëüíèìè ïiäêiëüöÿìè. Âëàñíèì ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöå
K � R.

Ç òâåðäæåííÿ 1.4 ðîçäiëó I âèïëèâà¹ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 1.4 (Êðèòåðié ïiäêiëüöÿ).

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà K êiëüöÿ pR, B , d q ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aab, ad b P K äëÿ âñiõ a, b P K.

Ïðèêëàä 1.8. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå pR,�, �q. Îñêiëüêè a � b, ab P Z äëÿ
áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a i b, òî Z ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R. Ïðîòå äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 1 P N ïðîòèëåæíèé äî íüîãî â êiëüöi R åëåìåíò �1
íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, à òîìó N íå ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R.
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Òâåðäæåííÿ 1.5.

Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ñiì'¨ ïiäêiëåöü êiëüöÿ R ¹ ïiäêiëüöåì
êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � �
iPI Ri, äå Ri � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R äëÿ êî-

æíîãî i P I, I � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iíäåêñiâ. ßêùî a, b P K, òî a, b P Ri

äëÿ êîæíîãî i P I, à òîìó aab, ad b P Ri, çâiäêè aab, ad b P K. Òàêèì
÷èíîì, K � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R çà òâåðäæåííÿì 1.4. �

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà êiëüöÿ R. Ïåðåòèí âñiõ ïiäêiëåöü êiëüöÿ
R, ÿêi ìiñòÿòü ïiäìíîæèíó A, íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì, ïîðîäæåíèì ìíîæè-
íîþ A, i ïîçíà÷à¹òüñÿ xAy. ßêùî K � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R i a P RzK, òî áóäåìî
êàçàòè, ùî ïiäêiëüöå K 1 � xK Y tauy îòðèìàíå ïðè¹äíàííÿì äî K åëåìåíòà
a, i çàïèñóâàòè K 1 � Kras.

Ïðèêëàä 1.9. Êiëüöå Z öiëèõ ÷èñåë ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Êiëüöå Zris ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ta� bi | a, b P Zu, ùî íå ñêëà-
äíî ïåðåâiðèòè, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü i2 � �1. Êiëüöå Zris íàçèâà¹òüñÿ
êiëüöåì öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë.

Ïiäïîëåì P ïîëÿ F íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöå â F , ÿêå òàêîæ ¹ ïîëåì. Ó öüîìó
âèïàäêó ïîëå F íàçèâàþòü ðîçøèðåííÿì ïîëÿ P . Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî
îäèíèöÿ i íóëü ïîëÿ F ìiñòÿòüñÿ òàêîæ ó P i ¹ äëÿ P îäèíèöåþ i íóëåì. ßêùî
ðîçãëÿíóòè â F ïåðåòèí P 1 óñiõ ïiäïîëiâ, ÿêi ìiñòÿòü P i äåÿêèé åëåìåíò
a P F zP , òî P 1 ¹ ìiíiìàëüíèì ïîëåì, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó P Y tau. Ó
öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ðîçøèðåííÿ P 1 ïîëÿ P îòðèìàíå ïðè¹äíàííÿì äî
P åëåìåíòà a i çàïèñóþòü P 1 � P paq.

Ïðèêëàä 1.10. Ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ R äiéñíèõ
÷èñåë, à R � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Q. Ïîëå Qp?3q ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ
ta� b

?
3 | a, b P Qu, ùî íå ñêëàäíî ïåðåâiðèòè, âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi

p
?

3q2 � 3 i
1

a� b
?

3
� a

a2 � 3b2
� b

a2 � 3b2

?
3

äëÿ a� b
?

3 � 0.

Íåõàé pR, B , dq � êiëüöå. Äëÿ êîæíèõ n P N, r P R ïîêëàäåìî

n � r � r Br B . . . Brloooooomoooooon
n

.
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ßêùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî äëÿ êîæíîãî r P R âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü n � r � θ, òî íàéìåíøå m ç òàêèõ ÷èñåë n íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêîþ êiëüöÿ R, à ñàìå êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì (äîäàòíüî¨ ) õàðàêòå-
ðèñòèêè m. ßêùî òàêîãî íàòóðàëüíîãî n íå iñíó¹, òî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ
êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü. ×åðåç charR ïîçíà÷èìî õàðàêòåðèñòèêó êiëü-
öÿ R.

Çðîçóìiëî, ùî charR � 1 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R � tθu.
ßêùî pR, B , dq � ñêií÷åííå êiëüöå ïîðÿäêó n, òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà

ïîðÿäîê |r| êîæíîãî åëåìåíòà r àáåëåâî¨ ãðóïè pR, Bq ¹ äiëüíèêîì n. Çàóâà-
æèìî, ùî çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ rk, ÿêå âèêîðèñòîâóâàëîñÿ äëÿ çàïèñó ñòåïåíÿ
åëåìåíòà r â òåîði¨ ãðóï, âæèâà¹ìî ïîçíà÷åííÿ k � r. Îñêiëüêè θ � îäèíèöÿ
àáåëåâî¨ ãðóïè pR, Bq, òî |r|�r � θ äëÿ êîæíîãî r P R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî õà-
ðàêòåðèñòèêà êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ñïiëüíîìó êðàòíîìó ïîðÿäêiâ
âñiõ åëåìåíòiâ àáåëåâî¨ ãðóïè pR, Bq i íå ïåðåâèùó¹ n. Çîêðåìà, ÿêùî ãðóïà
pR, Bq ¹ öèêëi÷íîþ, òî õàðàêòåðèñòèêà êiëüöÿ pR, B , dq äîðiâíþ¹ |R|.

Ïðèêëàä 1.11. Íåñêií÷åííi ÷èñëîâi êiëüöÿ pZ,�, �q, pQ,�, �q, pR,�, �q i
pC,�, �q ìàþòü õàðàêòåðèñòèêó íóëü.

Ïðèêëàä 1.12. Ðîçãëÿíåìî öèêëi÷íó ãðóïó C2 � t�1, 1u ç îïåðàöi¹þ ìíî-
æåííÿ i ¨¨ çëi÷åííèé ñòåïiíü pC2qω ç îïåðàöi¹þ ïîêîìïîíåíòíîãî ìíîæå-
ííÿ �. Òîäi e � p1, 1, . . . , 1, . . .q � îäèíèöÿ ãðóïè pC2qω. Âèçíà÷èìî áiíàð-
íó îïåðàöiþ d íà pC2qω, ïîêëàâøè adb � e äëÿ êîæíèõ a, b P pC2qω. Òîäi
ppC2qω, �, dq � êiëüöå. Îñêiëüêè ïîðÿäîê êîæíîãî íåîäèíè÷íîãî åëåìåí-
òà ãðóïè ppC2qω, �q äîðiâíþ¹ 2, òî õàðàêòåðèñòèêà êiëüöÿ ppC2qω, �, d q
òàêîæ äîðiâíþ¹ 2. Ïîáóäîâàíå êiëüöå ¹ ïðèêëàäîì íåñêií÷åííîãî êiëüöÿ
äîäàòíüî¨ õàðàêòåðèñòèêè.

Òâåðäæåííÿ 1.6.

ßêùî öiëiñíå êiëüöå pR, B , dq ìà¹ äîäàòíþ õàðàêòåðèñòèêó p, òî p �
ïðîñòå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e � îäèíèöÿ êiëüöÿ pR, B ,dq. Îñêiëüêè öiëiñíå êiëü-
öå ìiñòèòü íåíóëüîâèé åëåìåíò, òî charR ¥ 2. ßêùî p � ñêëàäåíå ÷èñëî,
òî p � km, äå k,m P t2, . . . , p� 1u. Òîäi

θ � p � e � pkmq � e � pk � eqd pm � eq.
Îñêiëüêè êiëüöå R ¹ öiëiñíèì, òî k � e � θ àáî m � e � θ.
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Òàêèì ÷èíîì,

k � r � k � ped rq � pk � eqd r � θd r � θ äëÿ âñiõ r P R
àáî

m � r � m � ped rq � pm � eqd r � θd r � θ äëÿ âñiõ r P R,
ùî ñóïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi p ç îçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè. �

Òåîðåìà 1.1.

Õàðàêòåðèñòèêà ñêií÷åííîãî ïîëÿ pF, B , dq ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîëå ¹ öiëiñíèì êiëüöåì i ìiñòèòü ùîíàéìåíøå
äâà åëåìåíòè � íóëü θ i îäèíèöþ e � θ, òî âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1.6,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ñêií÷åííå ïîëå ìà¹ äîäàòíþ õàðàêòåðèñòèêó. Ðîç-
ãëÿíåìî â ïîëi F åëåìåíòè

e, 2 � e, 3 � e, . . . , n � e, . . . .
Îñêiëüêè ïîëå F ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðiçíèõ åëåìåíòiâ, òî

iñíóþòü òàêi ÷èñëà k,m P N, k   m, ùî k � e � m � e. Òîäi pm� kq � e � θ
i m� k ¡ 0. Òàêèì ÷èíîì,

pm�kq � r � pm�kq � pedrq � ppm�kq � eqdr � θdr � θ äëÿ âñiõ r P R,
à òîìó F ìà¹ äîäàòíþ õàðàêòåðèñòèêó. �

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [3, ñ. 6�19], [5, ñ. 5�20], [8, ñ. 5�22], [9, ñ. 112�124],

[12, ñ. 223�239], [15, ñ. 239�245].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 1.

1.1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó�
a b

0 a

�
, äå a, b P Z,

ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå ç
îäèíèöåþ. Çíàéòè iäåìïîòåíòè òà îáîðîòíi åëåìåíòè.

1.2. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ êiëüöå ìíîæèíà

R �
"
a� b

?
5i

2

 a, b � öiëi ÷èñëà îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi

*

âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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1.3. Çíàéòè âñi äiëüíèêè íóëÿ òà iäåìïîòåíòè â êiëüöi ìàòðèöü âèãëÿäó�
a b

2b a

�
, äå a, b P R.

1.4. Íåõàé pG, Bq � àáåëåâà ãðóïà. Ç'ÿñóâàòè, ÷è òðiéêà pG, B ,dq ¹ êiëüöåì,
äå ad b � b äëÿ êîæíèõ a, b P G.
1.5. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó�

a b

0 c

�
, äå a, b, c P R,

¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ Mp2,Rq.
1.6. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ pR,�, �q ìíîæèíà K � ta� b 3

?
5 | a, b P

Qu.
1.7. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà

Qp 3
?

2q � ta� b
3
?

2� c
3
?

4 | a, b, c P Qu
¹ ïiäïîëåì ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

1.8. Çíàéòè åëåìåíò, îáåðíåíèé äî åëåìåíòà 1� 3
?

2� 2 3
?

4 â ïîëi Qp 3
?

2q.
1.9. Äîâåñòè, ùî êiëüöå Zr?2s ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü îáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ.

1.10. Ïîêàçàòè, ùî îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ ç îäèíèöåþ íå ìîæå áóòè
äiëüíèêîì íóëÿ.

1.11. Äîâåñòè, ùî êîæíå öiëiñíå êiëüöå ìiñòèòü ðiâíî äâà iäåìïîòåíòè �
íóëü i îäèíèöþ êiëüöÿ.

1.12. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè X òðiéêà pPpXq,M,Xq, äå PpXq �
ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ.
Çíàéòè îáîðîòíi åëåìåíòè, äiëüíèêè íóëÿ òà iäåìïîòåíòè. Îõàðàêòåðèçóâàòè
ìíîæèíè X, äëÿ ÿêèõ pPpXq,M,Xq � ïîëå.
1.13. Îõàðàêòåðèçóâàòè ìíîæèíè X, äëÿ ÿêèõ pPpXq,M,Yq � êiëüöå.
1.14. Çíàéòè õàðàêòåðèñòèêó êiëüöÿ pPpXq,M,Xq.
1.15. Íåõàé u � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ pR, B , d q ç îäèíèöåþ. Äîâåñòè,
ùî åëåìåíò au òàêîæ ¹ îáîðîòíèì.

1.16. Öåíòðîì êiëüöÿ pR, B , dq íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

ZpRq � ta P R | ad r � rd a äëÿ âñiõ r P Ru.
Äîâåñòè, ùî ZpRq � êîìóòàòèâíå ïiäêiëüöå êiëüöÿ R.
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1.17. Íåõàé R � êiëüöå, â ÿêîìó e � θ. Äîâåñòè, ùî R � tθu.
1.18. Íåõàé pR, B , d q i pS, 	 ,fq � êiëüöÿ. Íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó R � S
âèçíà÷èìî îïåðàöi¨ � i � íàñòóïíèì ÷èíîì:

pr, sq � pr1, s1q � pr Br1, s	s1q, pr, sq � pr1, s1q � prd r1, sf s1q.
Äîâåñòè, ùî pR � S, �, �q � êiëüöå.
1.19. Äîâåñòè, ùî 4R � tpr, rq | r P Ru ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R �R.

1.20. Êiëüöå pR, B , d q íàçèâà¹òüñÿ áóëåâèì, ÿêùî r d r � r äëÿ êîæíîãî
r P R. Äîâåñòè, ùî r Br � θ äëÿ êîæíîãî r P R.
1.21. Äîâåñòè, ùî êîæíå áóëåâå êiëüöå ¹ êîìóòàòèâíèì.

1.22. Äîâåñòè, ùî áóëåâå êiëüöå ç îäèíèöåþ, ÿêå ìiñòèòü áiëüøå äâîõ åëå-
ìåíòiâ, íå ¹ öiëiñíèì.

1.23. Äîâåñòè, ùî íåïîðîæíÿ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ
pR, B , dq òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aBb P K i ad b P K äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b P K.

1.24. Åëåìåíò x êiëüöÿ pR, B , d q íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíèì, ÿêùî
xn � 0 äëÿ äåÿêîãî n P N. Äîâåñòè, ùî 1 � x ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì äëÿ
êîæíîãî íiëüïîòåíòíîãî åëåìåíòà x P R.
1.25. Íåõàé pR, B , dq ¹ òàêèì êiëüöåì, ùî paBa2qd b � bdpaBa2q äëÿ âñiõ
a, b P R. Äîâåñòè, ùî

à) x2d y � ydx2 äëÿ âñiõ x, y P R;
á) pR, B , dq ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì.

1.26. Ó ìíîæèíi H âèðàçiâ a� bi� cj� dk, äå i2 � j2 � k2 � �1, ij � k, ji �
�k, jk � i, kj � �i, ki � j, ik � �j, a, b, c, d P R, ââåäåíî áiíàðíi îïåðàöi¨ B i
d :

pa1�b1i�c1j�d1kqBpa2�b2i�c2j�d2kq � pa1�a2q�pb1�b2qi�pc1�c2qj�pd1�d2qk
pa1 � b1i� c1j � d1kqd pa2 � b2i� c2j � d2kq � pa1a2 � b1b2 � c1c2 � d1d2q�

�pa1b2�b1a2�d1c2�c1d2qi�pa1c2�c1a2�b1d2�d1b2qj�pa1d2�d1a2�b1c2�c1b2qk.
Äîâåñòè, ùî pH, B , d q � íåêîìóòàòèâíå òiëî. Òiëî H íàçèâà¹òüñÿ òiëîì êâà-
òåðíiîíiâ.

1.27. Íåõàé pR, B ,dq � êiëüöå, X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f : X Ñ R ¹ êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié

pf	gqpxq � fpxqBgpxq, pf � gqpxq � fpxqd gpxq.
1.28. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi âñiõ ôóíêöié f : r0, 1s Ñ R îáîðîòíèìè åëåìåíòà-
ìè ¹ òàêi ôóíêöi¨ f , ùî fpxq � 0 äëÿ êîæíîãî x P r0, 1s. Ïîêàçàòè, ùî âiäìiííi
âiä íóëÿ êiëüöÿ íåîáîðîòíi åëåìåíòè ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ.
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1.29. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ âñiõ ôóíêöié f : r0, 1s Ñ R ïiäìíî-
æèíà âñiõ ôóíêöié g : r0, 1s Ñ R, äå gpxq � 0 äëÿ êîæíîãî x P QX r0, 1s.
1.30. Íåõàé pR,�, �q � êiëüöå äiéñíèõ ÷èñåë, X � ra, bs � çàìêíåíèé iíòåðâàë
â R. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Cra,bs âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X Ñ R ¹
êiëüöåì ç îäèíèöåþ âiäíîñíî îïåðàöié

pf	gqpxq � fpxq � gpxq, pf � gqpxq � fpxqgpxq.
1.31. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f : r0, 1s Ñ R, fpxq � x � 1

2
íå ¹ íi îáîðîòíèì

åëåìåíòîì, íi äiëüíèêîì íóëÿ â êiëüöi Cr0,1s âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f :
r0, 1s Ñ R. ×è ìiñòèòü äiëüíèêè íóëÿ êiëüöå Cr0,1s?

1.32. Íåõàé pR, B , dq � êîìóòàòèâíå êiëüöå ïðîñòî¨ õàðàêòåðèñòèêè p. Äî-
âåñòè, ùî

paBbqpn � ap
n

Bbp
n

, paabqpn � ap
nabpn

äëÿ âñiõ a, b P R, n P N.

Ëåêöiÿ 2. Ãîìîìîðôiçìè òà iäåàëè êiëåöü

Íåõàé pR, B ,dq i pR1,	,fq � êiëüöÿ. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : RÑ R1 íàçèâà¹òüñÿ
ãîìîìîðôiçìîì êiëüöÿ R â êiëüöå R1, ÿêùî

ϕpaBbq � ϕpaq	ϕpbq,
ϕpad bq � ϕpaq f ϕpbq

äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b P R.
ßäðîì ãîìîìîðôiçìó ϕ : R Ñ R1 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ

êiëüöÿ R, ÿêi âiäîáðàæàþòüñÿ â íóëü θ1 êiëüöÿ R1 i ïîçíà÷à¹òüñÿ Kerϕ, òîáòî

Kerϕ � tr P R | ϕprq � θ1u.
Îáðàç ϕpRq � tϕprq | r P Ru ãîìîìîðôiçìó ϕ : R Ñ R1 ïîçíà÷àþòü ÷åðåç

Imϕ.
Ç òâåðäæåííÿ 6.1 ðîçäiëó I âèïëèâà¹ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.1.

Îáðàç Imϕ ãîìîìîðôiçìó ϕ : RÑ R1 ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R1.

Ãîìîìîðôiçì ϕ : R Ñ R1 íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìîðôiçìîì, ÿêùî Kerϕ � tθu.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ãîìîìîðôiçì ϕ ¹ ìîíîìîðôiçìîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ií'¹êöi¹þ.

ßêùî Imϕ � R1, òî ãîìîìîðôiçì ϕ : R Ñ R1 íàçèâà¹òüñÿ åïiìîðôiçìîì.
Çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó ϕ � ñþð'¹êöiÿ.

Ãîìîìîðôiçì ϕ : R Ñ R1, ÿêèé ¹ îäíî÷àñíî ìîíîìîðôiçìîì i åïiìîðôi-
çìîì, íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, à êiëüöÿ R i R1 � içîìîðôíèìè. Ó öüîìó
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âèïàäêó ïèøåìî R � R1. Ãîìîìîðôiçì ϕ : R Ñ R1 ¹ içîìîðôiçìîì òîäi i ëè-
øå òîäi, êîëè âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ái¹êöi¹þ. Içîìîðôíi êiëüöÿ ìàþòü îäíàêîâó
áóäîâó, à òîìó â òåîði¨ êiëåöü âîíè íå ðîçðiçíÿþòüñÿ.

Ïðèêëàä 2.1. Ðîçãëÿíåìî êiëüöÿ Mp2,Qq i Qr?2s � ta� b
?

2 | a, b P Qu.
Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : Qr
?

2s ÑMp2,Qq, ϕpa� b
?

2q �
�

a b

2b a

�
.

Îñêiëüêè

ϕppa1 � b1
?

2q � pa2 � b2
?

2qq � ϕppa1 � a2q � pb1 � b2q
?

2q �

�
�

a1 � a2 b1 � b2
2pb1 � b2q a1 � a2

�
�
�

a1 b1
2b1 a1

�
�
�

a2 b2
2b2 a2

�
�

� ϕpa1 � b1
?

2q � ϕpa2 � b2
?

2q
i

ϕppa1 � b1
?

2qpa2 � b2
?

2qq � ϕppa1a2 � 2b1b2q � pa1b2 � b1a2q
?

2q �

�
�

a1a2 � 2b1b2 a1b2 � b1a2
2pa1b2 � b1a2q a1a2 � 2b1b2

�
�
�

a1 b1
2b1 a1

��
a2 b2
2b2 a2

�
�

� ϕpa1 � b1
?

2qϕpa2 � b2
?

2q,
òî ϕ � ãîìîìîðôiçì. Î÷åâèäíî, ùî ϕ ¹ ìîíîìîðôiçìîì, àëå íå ¹ åïiìîð-
ôiçìîì êiëüöÿ Qr?2s â êiëüöå Mp2,Qq.

Ïðîòå êiëüöÿ Qr?2s i

#�
a b

2b a

�  a, b P Q

+
� içîìîðôíi.

Ó òåîði¨ ãðóï íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè âiäiãðàâàëè äóæå âàæëèâó ðîëü.
Ó òåîði¨ êiëåöü àíàëîãîì íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ¹ ñïåöiàëüíi ïiäêiëüöÿ êiëåöü,
ÿêi íàçèâàþòüñÿ iäåàëàìè.

Ïiäêiëüöå I êiëüöÿ pR, B , d q íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (ïðàâèì) iäåàëîì êiëüöÿ
R, ÿêùî R d I � I (I d R � I), òîáòî r d a P I (a d r P I) äëÿ êîæíèõ
r P R, a P I. Ïiäêiëüöå I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì êiëüöÿ R, ÿêùî âîíî
¹ ëiâèì i ïðàâèì iäåàëîì îäíî÷àñíî. Çðîçóìiëî, ùî â êîìóòàòèâíîìó êiëüöi
ïîíÿòòÿ ëiâîãî iäåàëó, ïðàâîãî iäåàëó òà iäåàëó ñïiâïàäàþòü.

Êîæíå êiëüöå R ìiñòèòü iäåàëè tθu i R, ÿêi íàçèâàòèìåìî òðèâiàëüíèìè
iäåàëàìè. Âëàñíèì iäåàëîì êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ iäåàë I � R.



110 II. ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐI� ÊIËÅÖÜ

Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé pQ,�, �q � êiëüöå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi ïiäìíî-
æèíà Z ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ Q, àëå íå ¹ iäåàëîì. Äiéñíî, 1 P Z, 1

2
P Q,

àëå 1 � 1
2
� 1

2
R Z.

Ïðèêëàä 2.3. Íåõàé pR, B ,dq � êiëüöå, a P R. Ïiäìíîæèíà Rda ¹ ëiâèì
iäåàëîì êiëüöÿ R. Äiéñíî, ÿêùî r1da, r2da P Rda, òî pr1daqapr2daq �
pr1ar2qd a P Rd a, à òàêîæ sdprd aq � psd rqd a P Rd a äëÿ êîæíèõ
r d a P Rd a, s P R. Àíàëîãi÷íî ïiäìíîæèíà adR ¹ ïðàâèì iäåàëîì
êiëüöÿ R.

Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò a P R ìîæå íå íàëåæàòè ìíîæèíàì Rd a,
adR: ó êiëüöi p2Z,�, �q iäåàë 2p2Zq � 4Z íå ìiñòèòü ÷èñëà 2.

Íåõàé pR, B , d q � êîìóòàòèâíå êiëüöå. Òîäi íàéìåíøèì iäåàëîì, ÿêèé
ìiñòèòü åëåìåíò a P R, ¹ iäåàë

xay � trd aBn � a | r P R, n P Zu.
Iäåàë xay êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì iäåàëîì, ïîðî-

äæåíèì åëåìåíòîì a P R. ßêùî R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, òî
xay � Rd a � adR.

Iäåàë I êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì, ÿêùî I � xay äëÿ
äåÿêîãî a P R. ßêùî êîæåí iäåàë öiëiñíîãî êiëüöÿ R ¹ ãîëîâíèì, òî R íàçè-
âà¹òüñÿ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Êîæíå ïîëå pF, B , d q ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Äiéñíî, ÿêùî iäåàë
I � tθu � xθy, òî íåíóëüîâèé åëåìåíò r P I ìà¹ îáåðíåíèé r�1 â ïîëi F . Òîäi
e � r�1dr P r�1dI � I, çâiäêè r � edr P Idr � I äëÿ êîæíîãî r P F . Òàêèì
÷èíîì, I � F � xey.

ßêùî I � iäåàë êiëüöÿ pR, B ,dq, òî I ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ àáåëåâî¨ ãðó-
ïè pR, Bq. Òîìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ôàêòîðãðóïó ãðóïè pR, Bq çà ïiäãðóïîþ
I, ÿêà òàêîæ ¹ àáåëåâîþ. Åëåìåíòàìè R{I ¹ ñóìiæíi êëàñè âèãëÿäó r � r BI.
Êðiì òîãî, r Bs � r Bs.

Òåîðåìà 2.1.

Íåõàé I � iäåàë êiëüöÿ pR, B , dq. Ôàêòîðãðóïà ãðóïè pR, Bq çà ïiäãðó-
ïîþ I ¹ êiëüöåì ç îïåðàöi¹þ

pr BIqd psBIq � rd sBI.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi äâà åëåìåíòè r � r BI òà s � sBI
ìíîæèíè R{I. Ïîêàæåìî, ùî äîáóòîê rds íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåä-
ñòàâíèêiâ êëàñiâ r i s. Íåõàé r1 P r, s1 P s, òîäi r1 � r Ba, s1 � sBb äëÿ
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äåÿêèõ a, b P I. Òîäi
r1d s1 � pr Baqd psBbq � rd sBrd bBad sBad b.

Îñêiëüêè I � iäåàë, òî rd bBad sBad b P I, à òîìó r1d s1 P rd sBI.
Òàêèì ÷èíîì, îïåðàöiÿ rd s � rd s ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ íà R{I.

Ç ðiâíîñòåé

prd sqd t � rd sd t � prd sqd t � rdpsd tq � rd sd t � rdpsd tq,
rdpsB tq � rdsB t � rdpsB tq � rd sBrd t � rd sBrd t � rdsBrd t,
pr Bsqd t � r Bsd t � pr Bsqd t � rd tBsd t � rd tBsd t � rd tBsd t

âèïëèâà¹, ùî pR{I, B , dq � êiëüöå. �

Êiëüöå pR{I, B , d q íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðêiëüöåì êiëüöÿ R çà iäåàëîì I.
Åëåìåíòè êiëüöÿ R{I íàçèâàòèìåìî êëàñàìè ëèøêiâ êiëüöÿ R çà ìîäóëåì

iäåàëó I. Åëåìåíòè a i b êiëüöÿ R íàçèâàòèìåìî êîíãðóåíòíèìè çà ìîäóëåì I

òà çàïèñóâàòè a � bpmodIq, ÿêùî aab P I, òîáòî êîëè âîíè íàëåæàòü îäíîìó
êëàñó ëèøêiâ êiëüöÿ R çà ìîäóëåì iäåàëó I.

Ïðèêëàä 2.4. Ðîçãëÿíåìî ó êiëüöi öiëèõ ÷èñåë pZ,�, �q ãîëîâíi iäåàëè
xmy � mZ, ïîðîäæåíi íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè m. ×åðåç Zm ïîçíà÷èìî
ôàêòîðêiëüöå Z{xmy. Åëåìåíòè êiëüöÿ Zm ìàþòü âèãëÿä:

a � a� xmy � a�mZ � ta�mt | t P Zu.
Êiëüöå Zm ìiñòèòü m ðiçíèõ åëåìåíòiâ: 0, 1, . . . ,m� 1.

Ïðèêëàä 2.5. Òàáëèöi Êåëi êiëüöÿ Z6 ìàþòü âèãëÿä:

� 0 1 2 3 4 5 � 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4

3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3

4 4 5 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2

5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1

Àíàëiçóþ÷è òàáëèöþ Êåëi ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ êiëüöÿ Z6, áà÷èìî,
ùî Z�

6 � t1, 5} � ãðóïà äiëüíèêiâ îäèíèöi; åëåìåíòè 2, 3, 4 � äiëüíèêè
íóëÿ; à 0, 1, 3, 4 � iäåìïîòåíòè.
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Òåîðåìà 2.2.

Ôàêòîðêiëüöå Zp êiëüöÿ Z çà ãîëîâíèì iäåàëîì, ïîðîäæåíèì ïðîñòèì
÷èñëîì p, ¹ ïîëåì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.3 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî Zp ¹
öiëiñíèì êiëüöåì. Çðîçóìiëî, ùî Zp � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ 1.
Íåõàé a, b P Zp i a � b � 0. Òîäi ab � 0 � pZ, à òîìó ab äiëèòüñÿ íà p.
Îñêiëüêè p � ïðîñòå ÷èñëî, òî a äiëèòüñÿ íà p àáî b äiëèòüñÿ íà p, òîáòî
a P pZ àáî b P pZ. Òàêèì ÷èíîì, a � 0 àáî b � 0, à òîìó Zp � öiëiñíå
êiëüöå. �

Íåõàé pR, B , dq � êiëüöå, I � éîãî iäåàë. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
π : RÑ R{I, πprq � r.

Îñêiëüêè
πpr Bsq � r Bs � r Bs � πprqBπpsq,
πprd sq � rd s � rd s � πprqdπpsq

äëÿ êîæíèõ r, s P R, òî âiäîáðàæåííÿ π ¹ ãîìîìîðôiçìîì.
Ãîìîìîðôiçì π : R Ñ R{I íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíiì ãîìîìîðôiçìîì êiëüöÿ

R íà ôàêòîðêiëüöå R{I. Î÷åâèäíî, ùî Kerπ � I.

Òâåðäæåííÿ 2.2.

Íåõàé pR, B ,dq i pR1,	,fq � êiëüöÿ. ßäðî Kerϕ êîæíîãî ãîìîìîðôiçìó
ϕ : RÑ R1 ¹ iäåàëîì êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîði¨ ãðóï âiäîìî, ùî Kerϕ ¹ ïiäãðóïîþ àáåëåâî¨ ãðóïè
pR, Bq (äèâ. òâåðäæåííÿ 6.1 ðîçäiëó I). Íåõàé r P R, a P Kerϕ. Òîäi
rd a, ad r P Kerϕ. Äiéñíî,

ϕprd aq � ϕprq f ϕpaq � ϕprq f θ1 � θ1

i
ϕpad rq � ϕpaq f ϕprq � θ1 f ϕprq � θ1.

�

Òåîðåìà 2.3 (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè äëÿ êiëåöü).

ßêùî ϕ : R Ñ R1 � ãîìîìîðôiçì êiëåöü pR, B , d q i pR1, 	 ,fq, òî
ôàêòîðêiëüöå êiëüöÿ R çà ÿäðîì Kerϕ içîìîðôíå îáðàçó Imϕ, òîáòî
R{Kerϕ � Imϕ. Çîêðåìà, ÿêùî ϕ : RÑ R1 � åïiìîðôiçì, òî R{Kerϕ �
R1.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 2.2 ÿäðî I � Kerϕ ¹ iäåàëîì
êiëüöÿ R, òî ôàêòîðêiëüöå R{I iñíó¹. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü åëå-
ìåíòó r � r BI, äå r P R, ôàêòîðêiëüöÿ R{I åëåìåíò ϕprq ïiäêiëüöÿ
Imϕ � ϕpRq êiëüöÿ R1, òîáòî âèçíà÷èìî âiäïîâiäíiñòü

ψ : R{I Ñ Imϕ � R1, ψprq � ϕprq.
Îñêiëüêè r � πprq, äå π : RÑ R{I � ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì, òî äëÿ

êîæíîãî r P R ìà¹ìî ψpπprqq � ϕprq, òîáòî ψ � π � ϕ.
Çîáðàçèìî âèçíà÷åíó âiäïîâiäíiñòü äiàãðàìàìè:

R
ϕ

//

π

&&

R1 r � ϕ
//

�
π

��

ϕprq

R{I
ψ

>>

r
:

ψ

==

ßêùî r1 P r, òî r1 � r Ba äëÿ äåÿêîãî a P I, à òîìó
ϕpr1q � ϕpr Baq � ϕprq	ϕpaq � ϕprq	θ1 � ϕprq.

Òàêèì ÷èíîì, âiäïîâiäíiñòü ψ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà
êëàñó, à òîìó êîæíîìó åëåìåíòó r P R{I ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ¹äè-
íèé åëåìåíò ϕprq P Imϕ, òîáòî ψ ¹ âiäîáðàæåííÿì êiëüöÿ R{I â êiëüöå
Imϕ.

Îñêiëüêè

ψpr Bsq � ψpr Bsq � ϕpr Bsq � ϕprq	ϕpsq � ψprq	ψpsq,
ψprd sq � ψprd sq � ϕprd sq � ϕprq f ϕpsq � ψprq f ψpsq,

òî ψ � ãîìîìîðôiçì.
ßêùî ϕprq � äîâiëüíèé åëåìåíò îáðàçó Imϕ, òî ϕprq � ψprq, òîáòî ψ

� ñþð'¹êöiÿ.
ßêùî ψprq � ψpsq, òî ϕprq � ϕpsq, çâiäêè ϕprasq � θ1. Îòæå, ras P

Kerϕ � I, òîáòî r � s. Òàêèì ÷èíîì, ψ � ií'¹êöiÿ, à òîìó ψ � içîìîðôiçì
êiëåöü R{I i Imϕ. �

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 2.1.

Ïîëå pF, B , d q ¹ ïîëåì ïðîñòî¨ õàðàêòåðèñòèêè p òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè âîíî ìiñòèòü ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ Zp.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé pF, B , d q � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, e � îäèíèöÿ
ïîëÿ F . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : ZÑ F, ϕpnq � n � e � eBeB . . . Beloooooomoooooon
n

.
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Âiäîáðàæåííÿ ϕ � ãîìîìîðôiçì, äiéñíî

ϕpn�mq � pn�mq � e � n � eBm � e � ϕpnqBϕpmq,
ϕpnmq � pnmq � e � n � edm � e � ϕpnqdϕpmq.

Îñêiëüêè p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F , òî

Kerϕ � tn P Z | ϕpnq � θu � tn P Z | n � e � θu � pZ � xpy.
Òîäi Imϕ � Z{xpy � Zp çà òåîðåìîþ 2.3.
Íåõàé ïîëå pF, B , d q ìiñòèòü ïiäïîëå P , içîìîðôíå ïîëþ Zp ïðè

içîìîðôiçìi ψ : Zp Ñ P . ßêùî e � îäèíèöÿ ïîëÿ F , òî e P P , à òîìó
p � e � eB . . . Beloooomoooon

p

� ψp1qB . . . Bψp1qlooooooooomooooooooon
p

� ψp1� . . .� 1looooomooooon
p

q � ψp0q � θ.

Òîäi äëÿ êîæíîãî r P F ìà¹ìî

p � r � p � ped rq � pp � eqd r � θd r � θ.

Òàêèì ÷èíîì, charF � p. �

Íàñëiäîê 2.1.

Êîæíå ñêií÷åííå ïîëå ìà¹ ïîðÿäîê pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, n P N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé pF, B , d q � ñêií÷åííå ïîëå. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.1
õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F äîðiâíþ¹ äåÿêîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p. Çà õàðà-
êòåðèçàöiéíîþ òåîðåìîþ 2.1 ïîëå F ìiñòèòü ïiäïîëå Zp, à òîìó F ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì Zp. Íåõàé pe1, e2, . . . , enq � áàçà
äàíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Òîäi êîæåí åëåìåíò ç F ìà¹ ¹äèíå çîáðàæå-
ííÿ âèãëÿäó

a1d e1 Ba2d e2 B . . . Band en, äå ai P Zp, i P t1, . . . , nu.
Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò ai ìîæíà îáðàòè p ñïîñîáàìè ç ìíîæèíè

Zp, òî çà êîìáiíàòîðíèì ïðàâèëîì ìíîæåííÿ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîëÿ
F äîðiâíþ¹ p � p � . . . � plooooomooooon

n

� pn. �

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 2.2.

Ïîëå pF, B , d q ¹ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
âîíî ìiñòèòü ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé pF, B ,dq � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, e � îäèíèöÿ
ïîëÿ F . Çíàéäåìî ÿäðî ãîìîìîðôiçìó ϕ : ZÑ F, ϕpnq � n � e.

Kerϕ � tn P Z | ϕpnq � θu � tn P Z | n � e � θu � t0u.
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Òîäi ϕ ¹ ìîíîìîðôiçìîì i ïîëå F ìiñòèòü ïiäêiëüöå Imϕ, içîìîðôíå
êiëüöþ öiëèõ ÷èñåë Z. Îñêiëüêè F � ïîëå, òî a

b
:� ab�1 P F äëÿ êîæíèõ

a, b P Imϕ, b � 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F ìiñòèòü ïiäïîëå, içîìîðôíå
ïîëþ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Íåõàé ïîëå pF, B , dq ìiñòèòü ïiäïîëå P , içîìîðôíå ïîëþ Q. ßêùî e
� îäèíèöÿ ïîëÿ F , òî e P P , à òîìó ç n �e � θ âèïëèâà¹, ùî n � 0. Òàêèì
÷èíîì, charF � 0. �

Âëàñíèé iäåàë M êiëüöÿ pR, B , dq íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî iäåàëó I êiëüöÿ R ç âêëþ÷åíü M � I � R âèïëèâà¹, ùî I � M àáî
I � R.

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 2.3.

Íåõàé pR, B , d q � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, M � iäåàë êiëüöÿ
R. Iäåàë M ¹ ìàêñèìàëüíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R{M � ïîëå.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM � ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ pR, B ,dq. Îñêiëüêè
êiëüöå R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ e, òî R{M � êîìóòàòèâíå
êiëüöå ç îäèíèöåþ e � eBM . Ïîêàæåìî, ùî êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò
a P R{M ìà¹ îáåðíåíèé. Îñêiëüêè a � θ �M , òî a RM .

Ïîêëàäåìî I � trd aBm | r P R,m P Mu i ïîêàæåìî, ùî I � iäåàë
êiëüöÿ R. ßêùî r1d aBm1 òà r2d aBm2 � åëåìåíòè ìíîæèíè I, òî

pr1d aBm1qapr2d aBm2q � pr1ar2qd aBpm1am2q P I.
Êðiì òîãî, rd I � I äëÿ êîæíîãî r P R.

Îñêiëüêè M � ìàêñèìàëüíèé iäåàë i I � M , òî I � R. Òîäi e �
ad bBm äëÿ äåÿêèõ b P R, m PM . Òàêèì ÷èíîì,

ad b � ad b � ad bBM � eamBM � eBM � e i paq�1 � b.

Íåõàé M � iäåàë êiëüöÿ R i R{M � ïîëå. Îñêiëüêè R{M � ïîëå,
òî âîíî ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ: θ � M i e � eBM . Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî M � âëàñíèé iäåàë êiëüöÿ R. Íåõàé I � iäåàë êiëüöÿ R i
I � M . Îáåðåìî åëåìåíò a P IzM . Òîäi a � M � θ, à òîìó ad b � e
äëÿ äåÿêîãî b P R{M . Îòæå, ad bBM � eBM , òîáòî ad bBm1 � eBm2

äëÿ äåÿêèõ m1,m2 P M . Òàêèì ÷èíîì, e � ad bBm1am2 P I, à òîìó
r � ed r P I äëÿ êîæíîãî r P R. Îòæå, I � R. �

Âëàñíèé iäåàë P êiëüöÿ pR, B ,dq íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî äëÿ êîæíèõ
a, b P R ç íàëåæíîñòi ad b P P âèïëèâà¹, ùî a P P àáî b P P .
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Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 2.4.

Íåõàé pR, B , dq � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, P � âëàñíèé iäåàë
êiëüöÿ R. Iäåàë P ¹ ïðîñòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R{P � öiëiñíå
êiëüöå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � ïðîñòèé iäåàë êiëüöÿ pR, B , dq i adb � θ. Òîäi
ad bBP � P , à îòæå, ad b P P . ßêùî a R P , òî b P P çà îçíà÷åííÿì
ïðîñòîãî iäåàëó. Àëå òîäi b � P � θ, i R{P � öiëiñíå êiëüöå.

Íåõàé P � iäåàë êiëüöÿ R, R{P � öiëiñíå êiëüöå i a d b P P . Òîäi
adb � ad b � P � θ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a � θ àáî b � θ çà îçíà÷åííÿì
öiëiñíîãî êiëüöÿ. Òàêèì ÷èíîì, a P P àáî b P P , à òîìó P � ïðîñòèé
iäåàë. �

Îñêiëüêè êîæíå ïîëå ¹ öiëiñíèì êiëüöåì, òî ç õàðàêòåðèçàöiéíèõ òåî-
ðåì 2.3 i 2.4 âèïëèâà¹ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.3.

Êîæåí ìàêñèìàëüíèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ¹ ïðî-
ñòèì.

Ïðèêëàä 2.6. ßêùî p � ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî çà òåîðåìîþ 2.2
ôàêòîðêiëüöå Z{xpy ¹ ïîëåì. Òîäi ç õàðàêòåðèçàöiéíèõ òåîðåì 2.3 i 2.4
âèïëèâà¹, ùî ãîëîâíèé iäåàë xpy ¹ ìàêñèìàëüíèì i ïðîñòèì. ßêùî æ m
� ñêëàäåíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî ôàêòîðêiëüöå Z{xmy ìiñòèòü äiëüíèêè
íóëÿ, à òîìó íå ¹ öiëiñíèì êiëüöåì i, çîêðåìà, ïîëåì. Ó öüîìó âèïàäêó
ãîëîâíèé iäåàë xmy íå ¹ íi ìàêñèìàëüíèì, íi ïðîñòèì.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [3, ñ. 19�36], [5, ñ. 20�36], [8, ñ. 23�39, 45�50], [9,

ñ. 124�136], [12, ñ. 239�260], [15, ñ. 246�252].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 2.

2.1. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ âiäîáðàæåííÿ f : Z Ñ Z, fpnq � 3n, ãîìîìîðôiçìîì
êiëüöÿ pZ,�, �q â ñåáå.
2.2. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ : C Ñ C, ψpa � biq � a � bi, ¹ àâòîìîðôi-
çìîì ïîëÿ pC,�, �q.
2.3. Íåõàé

R �
#�

a b

0 c

�  a, b, c P Z

+
.
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Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : RÑ Z� Z, ϕ

�
a b

0 c

�
� pa, cq,

¹ åïiìîðôiçìîì. Çíàéòè éîãî ÿäðî.

2.4. Äîâåñòè, ùî êiëüöÿ Qr?3is òà

R �
#�

a �3b

b a

�  a, b P Q

+

¹ içîìîðôíèìè.

2.5. Íåõàé ϕ � âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ R �
#�

a b

b a

�  a, b P Z

+
íà êiëüöå

Z öiëèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó ϕ

�
a b

b a

�
� a� b. Äîâåñòè, ùî ϕ � ãîìîìîðôiçì, i

çíàéòè éîãî ÿäðî.

2.6. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó�
a b

�b a

�
, äå a, b P R,

ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü óòâîðþ¹ ïîëå, içîìîðôíå ïîëþ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

2.7. Íåõàé Cra,bs � êiëüöå íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó
ra, bs. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî α P ra, bs âiäîáðàæåííÿ

ϕα : Cra,bs Ñ R, ϕαpfq � fpαq,
¹ ãîìîìîðôiçìîì.

2.8. ×è ¹ ëiâèì iäåàëîì àáî ïðàâèì iäåàëîì êiëüöÿ Mp2,Zq ïiäìíîæèíà
ìàòðèöü âèãëÿäó �

m 0

n 0

�
, äå m,n P Z?

2.9. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ïiäìíîæèí ¹ iäåàëàìè êiëüöÿ Z� Z:

à) tpa, aq | a P Zu; á) tp2a, 0q | a P Zu; â) tpa,�aq | a P Zu.

2.10. Çíàéòè âñi äiëüíèêè íóëÿ, îáîðîòíi åëåìåíòè òà iäåìïîòåíòè â êiëüöi
Z12.

2.11. Çíàéòè õàðàêòåðèñòèêó êiëüöÿ Zm.
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2.12. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà P � t0, 2, 4, 6, 8, 10u ¹ ïðîñòèì iäåàëîì êiëüöÿ
Z12.

2.13. Çíàéòè âñi iäåàëè êiëüöÿ Z15. ßêi ç öèõ iäåàëiâ ¹ ïðîñòèìè àáî ìàêñè-
ìàëüíèìè?

2.14. Äîâåñòè, ùî x2�?
3y � Zr?3s.

2.15. Íåõàé I � iäåàë êiëüöÿ R. Äîâåñòè, ùî

rR : Is � tx P R | rx P I äëÿ âñiõ r P Ru
¹ iäåëîì êiëüöÿ R, ÿêèé ìiñòèòü iäåàë I.

2.16. Ó êiëüöi pPpNq,M,Xq íàâåñòè ïðèêëàä iäåàëó, ÿêèé íå ¹ ãîëîâíèì.

2.17. Îõàðàêòåðèçóâàòè ìíîæèíè X, äëÿ ÿêèõ pPpXq,M,Xq � êiëüöå ãîëîâ-
íèõ iäåàëiâ.

2.18. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi Z ïðè m ¥ 1 a � bpmodxmyq òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè a� b äiëèòüñÿ íà m.

2.19. Ïîáóäóâàòè òàáëèöi Êåëi ôàêòîðêiëüöÿ Zris{x3iy. Çíàéòè éîãî õàðà-
êòåðèñòèêó.

2.20. Çíàéòè âñi äiëüíèêè íóëÿ, iäåìïîòåíòè òà îáîðîòíi åëåìåíòè â ôà-
êòîðêiëüöi Zr?3s{x2y.
2.21. Äîâåñòè, ùî íåòðèâiàëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, ÿêå íå ìà¹
íåòðèâiàëüíèõ iäåàëiâ, ¹ ïîëåì.

2.22. Íåõàé M � iäåàë êiëüöÿ R. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè
ìíîæèíè RzM îáîðîòíi, òî M � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ R.

2.23. Íåõàé R � êiëüöå âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : r0, 1s Ñ R,
I � tf P R | fp1{3q � fp1{2q � 0u.

Äîâåñòè, ùî I � iäåàë êiëüöÿ R, ÿêèé íå ¹ ïðîñòèì.

2.24. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, P � ïðîñòèé iäåàë â R,
ÿêèé íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ. Äîâåñòè, ùî R � öiëiñíå êiëüöå.

2.25. Äîâåñòè, ùî â áóëåâîìó êiëüöi êîæåí ïðîñòèé iäåàë ¹ ìàêñèìàëüíèì.

2.26. Íåõàé K � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R, I � iäåàë êiëüöÿ R. Äîâåñòè, ùî K X I
� iäåàë êiëüöÿ K.

2.27. Äîâåñòè, ùî êîæåí íåòðèâiàëüíèé iäåàë êiëüöÿ Zris ìiñòèòü íàòóðàëü-
íå ÷èñëî.

2.28. Ó êiëüöi öiëèõ ÷èñåë íàâåñòè ïðèêëàä ïðîñòîãî iäåàëó, ÿêèé íå ¹ ìà-
êñèìàëüíèì.
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2.29. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi Z� Z ìàêñèìàëüíi iäåàëè ìàþòü âèãëÿä pZ� Z
àáî Z� pZ äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîãî p.

2.30. Íåõàé ϕ : R Ñ S � åïiìîðôiçì êiëåöü. Äîâåñòè, ùî îáðàç öåíòðó
êiëüöÿ R ìiñòèòüñÿ â öåíòði êiëüöÿ S.

2.31. Äîâåñòè, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ äâà êiëüöÿ ïðîñòîãî ïî-
ðÿäêó p.

Ëåêöiÿ 3. Åâêëiäîâi êiëüöÿ. Ïîäiëüíiñòü

Íåõàé pR, B , dq � öiëiñíå êiëüöå. Äîâiëüíà ôóíêöiÿ
δ : RÑ NY t0u, äëÿ ÿêî¨ δpθq � 0,

íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ öiëiñíîãî êiëüöÿ R. ßêùî δpaq ¡ 0 ïðè a � θ, òî êàæåìî,
ùî íîðìà δ ¹ äîäàòíüîþ.

Öiëiñíå êiëüöå pR, B , d q íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâèì, ÿêùî iñíó¹ òàêà íîðìà
δ : R Ñ N Y t0u, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b P R, b � θ, iñíóþòü åëåìåíòè q, r P R,
äëÿ ÿêèõ

a � bd q Br, äå r � θ àáî δprq   δpbq.
Åëåìåíò q íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ÷àñòêîþ, à åëåìåíò r � îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ
a íà b.

Ïðèêëàä 3.1. Êîæíå ïîëå pF, B , d q ¹ åâêëiäîâèì êiëüöåì ç íîðìîþ
δpaq � 0 äëÿ êîæíîãî a P F . Äiéñíî, ÿêùî a, b P F , b � θ, òî ïîêëàâøè
q � b�1d a, îòðèìà¹ìî, ùî a � bq � θ.

Òâåðäæåííÿ 3.1.

Êiëüöå pZ,�, �q ¹ åâêëiäîâèì.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî äîäàòíþ íîðìó δ íà êiëüöi pZ,�, �q, ïîêëàâøè
δpaq � |a|.

Íåõàé a, b P Z, b � 0.
Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó âèïàäîê b ¡ 0. Îñêiëüêè íàïiââiäêðèòi iíòåðâàëè

rnb, pn� 1qbq, n P Z
óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ äiéñíî¨ ïðÿìî¨ R, òî a íàëåæèòü îäíîìó ç íèõ,
ñêàæiìî

a P rqb, pq � 1qbq äëÿ äåÿêîãî q P Z.
Ïîêëàäåìî r � a� bq. Òîäi a � bq � r i 0 ¤ r   b � |b| � δpbq.
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ßêùî b   0, òî �b ¡ 0, à òîìó çà ïîïåðåäíiìè ìiðêóâàííÿìè

a � p�bqq � r, äå q P Z i 0 ¤ r   | � b| � |b|.
Çâiäñè a � bp�qq � r, äå �q P Z i 0 ¤ r   |b| � δpbq. �

Òâåðäæåííÿ 3.2.

Êiëüöå öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë pZris,�, �q ¹ åâêëiäîâèì.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë

Zris � ta� bi | a, b P Zu
¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî pZris,�, �q � öiëiñíå êiëüöå. Äiéñíî, äàíå êiëüöå
¹ êîìóòàòèâíèì ç îäèíèöåþ 1 � 1� 0i.

ßêùî pa� biqpc� diq � 0� 0i, òî |pa� biqpc� diq| � 0, çâiäêè

pa2 � b2qpc2 � d2q � |a� bi|2|c� di|2 � |pa� biqpc� diq|2 � 0.

Òîäi a2 � b2 � 0 àáî c2 � d2 � 0, à îòæå, a � b � 0 àáî c � d � 0. Òàêèì
÷èíîì, a� bi � 0� 0i àáî c� di � 0� 0i, à òîìó Zris � öiëiñíå êiëüöå.

Âèçíà÷èìî äîäàòíþ íîðìó δ íà êiëüöi pZris,�, �q, ïîêëàâøè
δpm� niq � |m� ni|2 � m2 � n2.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíèõ α, β P C:
δpαβq � |αβ|2 � p|α||β|q2 � |α|2|β|2 � δpαqδpβq.

Íåõàé a, b P Zris, b � 0. Òîäi a
b
P C, à òîìó a

b
� α � βi, äå α, β P Q.

Îáåðåìî �íàéáëèæ÷i� äî α i β òàêi öiëi ÷èñëà k i s, ùî α � k�ρ, β � s�µ,
|ρ| ¤ 1

2
, |µ| ¤ 1

2
. Òîäi

a � bppk � ρq � ps� µqiq � bpk � siq � bpρ� µiq.
Ïîêëàäåìî q � k � si P Zris, r � a� bq � bpρ� µiq. Îñêiëüêè a, b, q P

Zris, òî r P Zris.
Òîäi a � bq � r, äå r � 0� 0i, ÿêùî ρ � µ � 0, i

δprq � δpbpρ�µiqq � δpbqδpρ�µiq � δpbqpρ2�µ2q ¤ δpbq
�1

4
�1

4

	
� 1

2
δpbq   δpbq

Òàêèì ÷èíîì, Zris � åâêëiäîâå êiëüöå. �

Òâåðäæåííÿ 3.3.

Êîæíå åâêëiäîâå êiëüöå ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé I � iäåàë åâêëiäîâîãî êiëüöÿ pR, B , d q. ßêùî I �
tθu, òî I � xθy � ãîëîâíèé iäåàë. Â iíøîìó âèïàäêó îáåðåìî â iäåàëi
I íåíóëüîâèé åëåìåíò d ç íàéìåíøîþ íîðìîþ δpdq. Îñêiëüêè d P I, òî
xdy � I.

Íåõàé a � äîâiëüíèé åëåìåíò iäåàëó I. Îñêiëüêè R � åâêëiäîâå êiëüöå,
òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè q, r P R, ùî a � ddq Br, äå r � θ àáî δprq   δpdq.
Îñêiëüêè a, d P I, òî r � aadd q P I. Ç ìiíiìàëüíîñòi íîðìè åëåìåíòà
d â iäåàëi I âèïëèâà¹, ùî r � θ, à òîìó a � dd q P ddR � xdy. Òàêèì
÷èíîì, I � xdy � ãîëîâíèé iäåàë. �

Íàäàëi pR, B ,dq � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ e. Êàæåìî, ùî åëåìåíò
a P R äiëèòüñÿ íà åëåìåíò b P R â êiëüöi R àáî åëåìåíò b P R ¹ äiëüíèêîì
åëåìåíòà a P R, ÿêùî a � bdc äëÿ äåÿêîãî c P R. ßêùî åëåìåíò a äiëèòüñÿ íà
åëåìåíò b, òî a � bdc P bdR � xby, çâiäêè xay � xby. Çðîçóìiëî, ùî i íàâïàêè:
ÿêùî xay � xby, òî a äiëèòüñÿ íà b. Äiëüíèêè îäèíèöi � öå îáîðîòíi åëåìåíòè
êiëüöÿ R. Íàãàäà¹ìî, ùî îáîðîòíi åëåìåíòè óòâîðþþòü ïiäãðóïó íàïiâãðóïè
pR, dq, ÿêó ìè äîìîâèëèñÿ ïîçíà÷àòè R�.

Òâåðäæåííÿ 3.4.

Íåõàé pR, B , d q � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Åëåìåíò r P R ¹
îáîðîòíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè xry � R.

Äîâåäåííÿ. ßêùî åëåìåíò r ¹ îáîðîòíèì, òî e � r�1d r P Rd r � xry.
Àëå òîäi s � sd e P sdxry � xry äëÿ êîæíîãî s P R, à îòæå, xry � R.

Íåõàé R � xry � rdR. Îñêiëüêè R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ
e, òî e � rd a � ad r äëÿ äåÿêîãî a P R. Òàêèì ÷èíîì, r � îáîðîòíèé
åëåìåíò. �

Åëåìåíòè a i b êiëüöÿ R íàçèâàþòüñÿ àñîöiéîâàíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
îáîðîòíèé åëåìåíò f P R�, ùî a � bd f . Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ ρ

aρb ô a i b � àñîöiéîâàíi åëåìåíòè

¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî êiëüöå R ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè àñîöiéî-
âàíèõ åëåìåíòiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rrs êëàñ àñîöiéîâàíèõ ç åëåìåíòîì r P R
åëåìåíòiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.

Íåõàé pR, B , dq � öiëiñíå êiëüöå. Åëåìåíòè a i b ¹ àñîöiéîâàíèìè òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè xay � xby.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî åëåìåíòè a i b àñîöiéîâàíi, òî ùî a � b d f äëÿ
äåÿêîãî f P R�, çâiäêè b � adf�1. Îñêiëüêè a äiëèòüñÿ íà b i b äiëèòüñÿ
íà a, òî xay � xby i xby � xay, çâiäêè xay � xby.

Íåõàé xay � xby. ßêùî a � θ, òî xby � xay � tθu, çâiäêè b � θ. Òîäi
bde � θde � θ � a, à òîìó åëåìåíòè a i b � àñîöiéîâàíi. Íåõàé a � θ. Ç
ðiâíîñòi xay � xby âèïëèâà¹, ùî a ¹ äiëüíèêîì b i b ¹ äiëüíèêîì a, çâiäêè
a � bd c i b � ad d äëÿ äåÿêèõ c, d P R. Òîäi a � bd c � ad dd c, çâiäêè
adpeadd cq � θ. Îñêiëüêè êiëüöå R öiëiñíå i a � θ, òî dd c � e. Òàêèì
÷èíîì, åëåìåíòè c i d � îáîðîòíi, à òîìó a i b � àñîöiéîâàíi. �

Ïðèêëàä 3.2. Ó êiëüöi pZ,�, �q ç ðiâíîñòi ab � 1 âèïëèâà¹, ùî a � b � 1
àáî a � b � �1. Îòæå, êiëüöå Z ìiñòèòü äâà îáîðîòíi åëåìåíòè, à òîìó
Z� � t�1, 1u. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî a P Z êëàñ ras àñîöiéîâàíèõ ç
a åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ t�a, au.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé a� bi � îáîðîòíèé åëåìåíò ó êiëüöi pZris,�, �q. Òîäi
ç ðiâíîñòi pa� biqpc� diq � 1� 0i âèïëèâà¹, ùî |pa� biqpc� diq| � pa2 �
b2qpc2�d2q � 1. Çâiäêè a2� b2 � 1, i pa, bq P tp1, 0q, p�1, 0q, p0, 1q, p0,�1qu.
Òàêèì ÷èíîì, Zris� � t1,�1, i,�iu. Äëÿ êîæíîãî a�bi P Zris êëàñ ra�bis
àñîöiéîâàíèõ ç a � bi åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ pa � biqZris� � ta � bi,�a �
bi,�b� ai, b� aiu.

Ç òâåðäæåííÿ 3.5 âèïëèâà¹, ùî êîæíîìó ãîëîâíîìó iäåàëó xry öiëiñíîãî
êiëüöÿ R âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäïîâiäà¹ êëàñ rrs àñîöiéîâàíèõ ç r åëåìåíòiâ.

Åëåìåíò c P R íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R, ÿêùî âií íå
¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì i íå ìà¹ iíøèõ äiëüíèêiâ, êðiì àñîöiéîâàíèõ ç íèì
åëåìåíòiâ i îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 3.4. Öiëå ÷èñëî 2 ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì êiëüöÿ pZ,�, �q, àëå íå
¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì êiëüöÿ pZris,�, �q, îñêiëüêè 2 � p1� iqp1� iq.

Òåîðåìà 3.1.

Íåõàé pR, B , d q � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Åëåìåíò c P R ¹ ïðîñòèì
åëåìåíòîì êiëüöÿ R òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôàêòîðêiëüöå R{xcy ¹ ïî-
ëåì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî c � îáîðîòíèé åëåìåíò, òî xcy � R çà òâåðäæåí-
íÿì 3.4 i ôàêòîðêiëüöå R{xcy ìà¹ ïîðÿäîê 1, à òîìó íå ìîæå áóòè ïîëåì.



Ëåêöiÿ 3. ÅÂÊËIÄÎÂI ÊIËÜÖß. ÏÎÄIËÜÍIÑÒÜ 123

ßêùî c � íå îáîðîòíèé i íå ïðîñòèé åëåìåíò, òî c ìà¹ äåÿêèé äiëüíèê
a P R, ÿêèé íå ¹ àñîöiéîâàíèì ç c i íå ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì. Íåõàé
c � a d b, äå b P R. Òîäi xcy � xay i xcy � xay çà òâåðäæåííÿì 3.5.
Îñêiëüêè a íå ¹ îáîðîòíèì, òî xay � R çà òâåðäæåííÿì 3.4. Òàêèì ÷èíîì,
iäåàë xcy íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, à òîìó ôàêòîðêiëüöå R{xcy íå ¹ ïîëåì çà
õàðàêòåðèçàöiéíîþ òåîðåìîþ 2.3.

Íåõàé c � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ R. Îñêiëüêè c íå ¹ îáîðîòíèì, òî
xcy � R. Íåõàé I � xcy � iäåàë êiëüöÿ R. Îñêiëüêè R � êiëüöå ãîëîâíèõ
iäåàëiâ, òî I � xay äëÿ äåÿêîãî a P R. Îòæå, c P xay i a � äiëüíèê åëåìåíòà
c. Òîìó a � àáî îáîðîòíèé åëåìåíò, àáî àñîöiéîâàíèé ç c åëåìåíò. Òàêèì
÷èíîì, I � R àáî I � xcy çà òâåðäæåííÿìè 3.4 i 3.5. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî xcy � ìàêñèìàëüíèé iäåàë, à òîìó ôàêòîðêiëüöå R{xcy ¹ ïîëåì çà
õàðàêòåðèçàöiéíîþ òåîðåìîþ 2.3. �

Ïðèêëàä 3.5. Ïðîñòèìè åëåìåíòàìè êiëüöÿ pZ,�, �q ¹ ÷èñëà p i �p, äå p �
ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Îñêiëüêè pZ,�, �q ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ
çà òâåðäæåííÿìè 3.1 i 3.3, òî ôàêòîðêiëüöå Z{I ¹ ïîëåì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè I � xpy � x�py, äå p � ïðîñòå ÷èñëî.

Ïðèêëàä 3.6. ×èñëî 3 ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì êiëüöÿ öiëèõ ãàóñîâèõ ÷è-
ñåë Zris. Äiéñíî, ÿêùî 3 � pa � biqpc � diq, äå a, b, c, d P Z, òî pa2 �
b2qpc2 � d2q � 9, çâiäêè a2 � b2 � 1, a2 � b2 � 3 àáî a2 � b2 � 9. Îñêiëü-
êè ðiâíÿííÿ a2 � b2 � 3 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ, òî pa, bq P
tp1, 0q, p�1, 0q, p0, 1q, p0,�1qu àáî pa, bq P tp3, 0q, p�3, 0q, p0, 3q, p0,�3qu, à
òîìó a� bi � îáîðîòíèé åëåìåíò àáî àñîöiéîâàíèé ç 3 åëåìåíò.

Îñêiëüêè Zris � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ çà òâåðäæåííÿìè 3.2 i 3.3,
òî çà òåîðåìîþ 3.1 ôàêòîðêiëüöå

Zris{x3y � t0, 1, 2, i, 1� i, 2� i, 2i, 1� 2i, 2� 2iu
¹ ïîëåì ïîðÿäêó 9. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿìè 2.3 i 2.3 iäåàë x3y ¹ ìàêñè-
ìàëüíèì i ïðîñòèì â êiëüöi Zris.

Íåíóëüîâèé åëåìåíò d êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíè-
êîì åëåìåíòiâ a, b P R (îäíî÷àñíî íå ðiâíèõ íóëþ êiëüöÿ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi óìîâè:

1) d ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòiâ a i b;
2) d äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b.

×åðåç pa, bq ïîçíà÷èìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b. ßêùî
pa, bq ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R, òî åëåìåíòè a i b íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî
ïðîñòèìè.
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Íåõàé pR, B , d q � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Äâà íåíóëüîâèõ åëåìåíòà a i

b ïîðîäæóþòü iäåàë xa, by � trd aBsd b | r, s P Ru, ÿêèé òàêîæ ¹ ãîëîâíèì,

òîáòî ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì åëåìåíòîì d P R. Îòæå, d � r d aBs d b äëÿ

äåÿêèõ r, s P R, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî d äiëèòüñÿ íà êîæåí ñïiëüíèé äiëüíèê

åëåìåíòiâ a i b. Îñêiëüêè xay � xdy i xby � xdy, òî d ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòiâ

a i b, à òîìó ¹ ¨õ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì. ßêùî d1 � àñîöiéîâàíèé ç

d åëåìåíò, òî xd1y � xdy çà òâåðäæåííÿì 3.5, à òîìó d1 òàêîæ ¹ íàéáiëüøèì

ñïiëüíèì äiëüíèêîì åëåìåíòiâ a i b. Òàêèì ÷èíîì, â êiëüöi ãîëîâíèõ iäåàëiâ

áóäü-ÿêi äâà (îäíî÷àñíî íå ðiâíi íóëþ êiëüöÿ) åëåìåíòè ìàþòü íàéáiëüøèé

ñïiëüíèé äiëüíèê, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíèõ åëåìåíòiâ

(ìîæíà ââàæàòè, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ¹ êëàñîì àñîöiéîâàíèõ

åëåìåíòiâ).

Çàóâàæåííÿ 3.1.

Áiëüø ôîðìàëüíî â êiëüöi ãîëîâíèõ iäåàëiâ ñëiä áè áóëî ðîçãëÿäàòè
ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ãîëîâíèõ iäåàëiâ àáî êëàñiâ
àñîöiéîâàíîñòi. Ïðîòå òàêèé ïiäõiä ¹ ñêëàäíiøèì äëÿ ðîçóìiííÿ i çà-
ñâî¹ííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.6.

Íåõàé pR, B , dq � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. ßêùî åëåìåíòè a, b, q, r P R
çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì a � bd q Br, òî pa, bq � pb, rq ç òî÷íiñòþ äî
àñîöiéîâàíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi a � bdq Br âèïëèâà¹, ùî êîæåí ñïiëüíèé äiëü-
íèê åëåìåíòiâ b i r ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà a. I íàâïàêè, ç ðiâíîñòi r �
aa b d q âèïëèâà¹, ùî êîæåí ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b ¹ äiëü-
íèêîì åëåìåíòà r. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ åëåìåíòiâ
a i b ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ åëåìåíòiâ b i r. À òîìó
pa, bq � pb, rq ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíîñòi. �

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äâîõ åëåìåíòiâ åâêëiäî-

âîãî êiëüöÿ pR, B , dq âèêîðèñòîâóþòü ïðîñòèé ìåòîä, íàçâàíèé àëãîðèòìîì

Åâêëiäà.

Íåõàé a, b P R, b � θ. Òîäi



Ëåêöiÿ 3. ÅÂÊËIÄÎÂI ÊIËÜÖß. ÏÎÄIËÜÍIÑÒÜ 125

a � bd q0 Br1 δpr1q   δpbq
b � r1d q1 Br2 δpr2q   δpr1q
r1 � r2d q2 Br3 δpr3q   δpr2q
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn�2 � rn�1d qn�1 Brn δprnq   δprn�1q
rn�1 � rnd qn

Òóò rn � îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à. Òàêà îñòà÷à rn iñíó¹, îñêiëüêè ïîñëi-
äîâíiñòü δpbq ¡ δpr1q ¡ . . . ¡ δprnq ¹ ñïàäíîþ ïîñëiäîâíiñòþ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ
÷èñåë, à òîìó íå ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ.

Òîäi çà òâåðäæåííÿì 3.6 ìà¹ìî:

pa, bq � pb, r1q � pr1, r2q � . . . � prn�1, rnq � prn, θq � rn.

Òàêèì ÷èíîì, íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâîõ åëåìåíòiâ åâêëiäîâîãî
êiëüöÿ äîðiâíþ¹ îñòàííié íåíóëüîâié îñòà÷i àëãîðèòìó Åâêëiäà äëÿ öèõ åëå-
ìåíòiâ.

Ïðèêëàä 3.7. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì Åâêëiäà, çíàéäåìî íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ 6� 17i òà 18� i åâêëiäîâîãî êiëüöÿ Zris öi-
ëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë. Äëÿ âiäøóêàííÿ íåïîâíèõ ÷àñòîê i îñòà÷ â ïðîöåñi
äiëåííÿ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ìåòîä, îïèñàíèé ïðè äîâåäåííi òâåðäæå-
ííÿ 3.2:

6� 17i

18� i
� p6� 17iqp18� iq

p18� iqp18� iq � 91� 312i

325
� �i�

� 91

325
� 13

325
i
	

Íàãàäà¹ìî, ùî â îñòàííié ðiâíîñòi ÷èñëà α � 91
325

i β � �312
325

çàïèñàíi
ó âèãëÿäi

α � k � ρ, β � s� µ, äå k, s P Z, |ρ| ¤ 1

2
, |µ| ¤ 1

2
.

Òîäi

6� 17i � p18� iqp�iq � p5� iq, ïðè÷îìó δp5� iq � 26   325 � δp18� iq.
Îòæå, 5� i � ïåðøà îñòà÷à.

18� i

5� i
� p18� iqp5� iq

p5� iqp5� iq � 91� 13i

26
� 7� i

2
� 3�

�1

2
� 1

2
i
	

Çâiäñè

18� i � p5� iq � 3� p3� 2iq, ïðè÷îìó δp3� 2iq � 13   26 � δp5� iq.
Òàêèì ÷èíîì, 3� 2i � äðóãà îñòà÷à.
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5� i

3� 2i
� p5� iqp3� 2iq
p3� 2iqp3� 2iq �

13� 13i

13
� 1� i.

Îòæå,
5� i � p3� 2iqp1� iq � p0� 0iq,

à òîìó òðåòÿ îñòà÷à äîðiâíþ¹ íóëþ êiëüöÿ Zris.
Çãiäíî ç àëãîðèòìîì Åâêëiäà, íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåí-

òiâ 6 � 17i òà 18 � i ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíîñòi äîðiâíþ¹ îñòàííié
íåíóëüîâié îñòà÷i 3� 2i.

Áiëüø ôîðìàëüíî, pr6�17is, r18�isq � r3�2is àáî px6�17iy, x18�iyq �
x3� 2iy.

Íåíóëüîâèé åëåìåíò d êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðà-
òíèì åëåìåíòiâ a, b P Rzt0u, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) d äiëèòüñÿ íà åëåìåíòè a i b;
2) d ¹ äiëüíèêîì âñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi äiëÿòüñÿ íà a i b.

Àíàëîãi÷íî, ÿê i íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê, ó êiëüöi ãîëîâíèõ iäåàëiâ
íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíèõ åëåìåíòiâ.
Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [3, ñ. 41�60], [5, ñ. 36�48], [8, ñ. 40�44, 51�58], [9,

ñ. 159�177], [12, ñ. 270�294].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 3.

3.1. Ïîêàçàòè, ùî åëåìåíòè 2�3
?

7 i 1�2
?

7 ¹ äiëüíèêàìè åëåìåíòà 40�?7
â êiëüöi Zr?7s.
3.2. Ç'ÿñóâàòè, ÷è äiëèòüñÿ åëåìåíò 3�4i íà 2�5i ó êiëüöi Zris öiëèõ ãàóñîâèõ
÷èñåë.

3.3. Äîâåñòè, ùî åëåìåíò 12�3 3
?

2�7 3
?

4 äiëèòüñÿ íà 1�2 3
?

2�3 3
?

4 â êiëüöi

Zr 3
?

2s � ta� b
3
?

2� c
3
?

4 | a, b, c P Zu.
3.4. Äîâåñòè, ùî êiëüöå Zr?3s ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü äiëüíèêiâ îäè-
íèöi.

3.5. Ç'ÿñóâàòè, ÷è åëåìåíòè 5 � ?
3 òà 7 � 3

?
3 ¹ àñîöiéîâàíèìè â êiëüöi

Zr?3s.
3.6. Çíàéòè êëàñ àñîöiéîâàíèõ ç 3� 7i åëåìåíòiâ ó êiëüöi Zris.
3.7. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí êëàñ rrs àñîöiéîâàíèõ åëåìåíòiâ ç åëåìåíòîì r � 0
ó êiëüöi Zr?2s ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ.

3.8. Ïîêàçàòè, ùî ÷èñëî 13 ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì êiëüöÿ Z, àëå íå ¹ ïðîñòèì
åëåìåíòîì éîãî ðîçøèðåííÿ Zr?3s.
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3.9. Äîâåñòè, ùî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà 5, 13, 17 íå ¹ ïðîñòèìè öiëèìè
ãàóñîâèìè ÷èñëàìè.

3.10. Ïîêàçàòè, ùî öiëå ãàóñîâå ÷èñëî ¹ ïðîñòèì, ÿêùî éîãî íîðìà ¹ ïðî-
ñòèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

3.11. Äîâåñòè, ùî íîðìà ïðîñòîãî öiëîãî ãàóñîâîãî ÷èñëà ¹ àáî ïðîñòèì
íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, àáî êâàäðàòîì ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

3.12. Äîâåñòè, ùî óñi ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi ïðè äiëåííi íà 4 äàþòü
îñòà÷ó 3, ¹ ïðîñòèìè öiëèìè ãàóñîâèìè ÷èñëàìè.

3.13. Ïîêàçàòè, ùî ÷èñëà 2 òà 1�?3i ¹ ïðîñòèìè åëåìåíòàìè êiëüöÿ Zr?3is.
3.14. Çíàéòè âñi ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ pPpXq,M,Xq, ÿêùî X � t1, 2, 3, 4u.
3.15. Çíàéòè ïîòóæíiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ pPpXq,M,Xq
äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè X.

3.16. Ç'ÿñóâàòè, ÷è â êiëüöi âñiõ ôóíêöié f : r0, 1s Ñ R ôóíêöi¨ f1pxq � x i
f2pxq � 1� x ¹ àñîöiéîâàíèìè åëåìåíòàìè.

3.17. Ïîêàçàòè, ùî ãîëîâíi iäåàëè x7y òà x3� 2iy ¹ ïðîñòèìè â êiëüöi Zris.
3.18. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ãîëîâíi iäåàëè x5y òà x7y ¹ ìàêñèìàëüíèìè â êiëüöi
Zr?2is.
3.19. Äîâåñòè, ùî ôàêòîðêiëüöå Zris{x3iy ¹ ïîëåì, i ïîáóäóâàòè òàáëèöi Êåëi
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ éîãî åëåìåíòiâ.

3.20. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ôàêòîðêiëüöå Zr?7s{x40�?
7y ¹ öiëiñíèì.

3.21. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì Åâêëiäà, çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëü-
íèê öiëèõ ÷èñåë �396 òà 780.

3.22. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë 10� 37i òà
14� 5i.

3.23. Äîâåñòè, ùî êiëüöÿ Zr?ds, äå d P t2, 3u, ¹ åâêëiäîâèìè ç íîðìîþ δpa�
b
?
dq � |a2 � db2|, a, b P Z.

3.24. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë 22�5
?

2 i 2�4
?

2 ó êiëüöi
Zr?2s.
3.25. Äîâåñòè, ùî êiëüöå Zr?2is ¹ åâêëiäîâèìè ç íîðìîþ δpa � b

?
2iq �

a2 � 2b2, a, b P Z.

3.26. Ç'ÿñóâàòè, ÷è åëåìåíòè 3� 4
?

2i òà 5� 7
?

2i ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè åëå-
ìåíòàìè êiëüöÿ Zr?2is.
3.27. Çíàéòè òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãî iäåàëó x47 � 13i, 53 � 56iy êiëüöÿ
öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë.
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3.28. Ïîêàçàòè, ùî ÷èñëî 4 íåîäíîçíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïðîñòèõ
åëåìåíòiâ ó êiëüöi Zr?3is.
3.29. Ïîäàòè åëåìåíò 1� 7i P Zris ó âèãëÿäi äîáóòêó ïðîñòèõ åëåìåíòiâ.

3.30. Äîâåñòè, ùî ôàêòîðêiëüöå Zris{I ¹ ñêií÷åííèì äëÿ êîæíîãî íåíóëüî-
âîãî iäåàëó I êiëüöÿ Zris.

Ëåêöiÿ 4. Êîíãðóåíöi¨ â êiëüöi öiëèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà Åéëåðà

Ó öié ëåêöi¨ äåòàëüíî âèâ÷àþòüñÿ áóäîâà i âëàñòèâîñòi ôàêòîðêiëåöü êiëü-
öÿ öiëèõ ÷èñåë pZ,�, �q. Çà òâåðäæåííÿìè 3.1 i 3.3 êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ¹ êiëü-
öåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òîáòî êîæåí iäåàë I ¹ ãîëîâíèì â òîìó ñåíñi, ùî I �
xmy � mZ äëÿ äåÿêîãî m P Z. ßêùî m P t0, 1u, òî x0y � t0u i x1y � Z �
òðèâiàëüíi iäåàëè êiëüöÿ Z. Êðiì òîãî, x�my � xmy. Òîìó íàäàëi ðîçãëÿäà-
òèìåìî ôàêòîðêiëüöÿ Zm � Z{mZ äëÿ íàòóðàëüíèõ m ¥ 2. Íàãàäà¹ìî, ùî
åëåìåíòè êiëüöÿ Zm íàçèâàþòüñÿ êëàñàìè ëèøêiâ çà ìîäóëåì iäåàëó xmy i
ïîçíà÷àþòüñÿ rasm � a � mZ � ta � mt | t P Zu. Äëÿ ñïðîùåííÿ êëàñ rasm
íàçèâàòèìåìî êëàñîì ëèøêiâ çà ìîäóëåì m, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a. Åëå-
ìåíòè a i b îäíîãî êëàñó ëèøêiâ íàçèâà¹ìî êîíãðóåíòíèìè íà ìîäóëåì m i
çàïèñó¹ìî a � bpmodmq. Òàêèì ÷èíîì, a � bpmodmq òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
b P rasm � ta � mt | t P Zu, òîáòî b � a � mt äëÿ äåÿêîãî t P Z. Îñòàííÿ
ðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî b� a äiëèòüñÿ íà m â êiëüöi Z.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ç òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî êiëüöå Zm ¹ ïîëåì òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè m � ïðîñòå ÷èñëî.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ êîæíîìó öiëîìó ÷èñëó a âiäïî-
âiäà¹ ïåâíà îñòà÷à r âiä äiëåííÿ a íà m :

a � mq � r, 0 ¤ r   m.

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 4.1.

Äëÿ òîãî, ùîá öiëi ÷èñëà a i b áóëè êîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì m, íåîá-
õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðè äiëåííi íà m âîíè äàâàëè îäíàêîâi îñòà÷i.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � bpmodmq i ÷èñëó a âiäïîâiäà¹ îñòà÷à r âiä äi-
ëåííÿ a íà m: a � mq�r, 0 ¤ r   m. Òîäi b � a�mt äëÿ äåÿêîãî t P Z,
çâiäêè b � mq � r �mt � mpq � tq � r.

ßêùî a � mq�r i b � ms�r, òî b�a � mps�qq, òîáòî b�a äiëèòüñÿ
íà m, à òîìó a � bpmodmq. �

Îñêiëüêè ïðè äiëåííi öiëèõ ÷èñåë íà äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m ìîæíà
îäåðæàòè òiëüêè m ðiçíèõ îñòà÷ (à ñàìå: 0, 1, 2, ...,m � 1), òî êiëüöå öiëèõ
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÷èñåë ðîçáèâà¹òüñÿ íà m êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m:

Z � r0sm \ r1sm \ . . .\ rm� 1sm.

Òâåðäæåííÿ 4.1.

Êîæåí êëàñ ëèøêiâ rasm çà ìîäóëåì m ðîçáèâà¹òüñÿ íà d P N êëàñiâ
ëèøêiâ çà ìîäóëåì dm, à ñàìå:

rasdm, ra�msdm, ra� 2msdm, . . . , ra� pd� 1qmsdm.

Äîâåäåííÿ. Ó êëàñi rasm ìiñòÿòüñÿ âñi ÷èñëà x, êîíãðóåíòíi ç a çà
ìîäóëåì m, òîáòî ÷èñëà x � a�mt, äå t P Z. Öåé êëàñ ìiñòèòü, çîêðåìà,
d òàêèõ ÷èñåë:

x0 � a, x1 � a�m,x2 � a� 2m, ..., xd�1 � a� pd� 1qm.
Çà ìîäóëåì dm öi ÷èñëà íå êîíãðóåíòíi, áî ðiçíèöÿ áóäü-ÿêèõ ç íèõ íå

äiëèòüñÿ íà dm, îñêiëüêè ìîäóëü ðiçíèöi ¹ ìåíøèì çà ÷èñëî dm. Îòæå,
çà ìîäóëåì dm ÷èñëà xi, i P t0, . . . , d� 1u, íàëåæàòü ðiçíèì êëàñàì.

Ç iíøîãî áîêó, áóäü-ÿêå ÷èñëî x � a �mt ç êëàñó rasm êîíãðóåíòíå
çà ìîäóëåì dm ç îäíèì iç ÷èñåë xi, i P t0, . . . , d � 1u. Äiéñíî, íåõàé
÷èñëî t ïðè äiëåííi íà d äà¹ îñòà÷ó p: t � ds � p, 0 ¤ p   d. Òîäi ÷èñëà
x � a�mt P rasm i xp � a�mp êîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì dm:

x� xp � pa�mtq � pa�mpq � mpt� pq � mpdsq � pmdqs.
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî ðîçáèòòÿ:

rasm � rasdm \ ra�msdm \ ra� 2msdm \ . . .\ ra� pd� 1qmsdm.
�

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êîíãðóåíöié. ßêùî a � bpmodmq i c �
dpmodmq, òî rasm � rbsm i rcsm � rdsm. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ñóìè, ðiçíèöi i

äîáóòêó êëàñiâ ëèøêiâ ìà¹ìî, ùî ra � csm � rb � dsm, ra � csm � rb � dsm i

racsm � rbdsm, çâiäêè a�c � b�dpmodmq, a�c � b�dpmodmq i ac � bdpmodmq.
Òàêèì ÷èíîì, êîíãðóåíöi¨ çà îäíèì ìîäóëåì ìîæíà ïî÷ëåííî äîäàâàòè, âiä-

íiìàòè, ìíîæèòè, à îòæå, i ïiäíîñèòè äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ. Çâiäñè âèïëè-

âà¹, ùî ÿêùî ó âèðàçi
°
an1
i1
an2
i2
� . . . � ansis âñi ÷èñëà ai1 , ai2 , . . . , ais çàìiíèòè íà

êîíãðóåíòíi ¨ì çà ìîäóëåì m ÷èñëà bi1 , bi2 , . . . , bis âiäïîâiäíî, òî íîâèé âèðàç°
bn1
i1
bn2
i2
� . . . � bnsis áóäå êîíãðóåíòíèé çà ìîäóëåì m äî çàäàíîãî.
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Òâåðäæåííÿ 4.2.

Äëÿ êîíãðóåíöié ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
1) îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ ìîæíà äiëèòè íà ¨õ ñïiëüíèé äiëü-

íèê, âçà¹ìíî ïðîñòèé ç ìîäóëåì;
2) îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëü ìîæíà ìíîæèòè íà òå

ñàìå íàòóðàëüíå ÷èñëî;
3) îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëü ìîæíà äiëèòè íà ¨õ ñïiëü-

íèé íàòóðàëüíèé äiëüíèê;
4) ÿêùî êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ìiñöå çà êiëüêîìà ìîäóëÿìè, òî âîíà ìà¹

ìiñöå i çà ìîäóëåì, ÿêèé äîðiâíþ¹ ÍÑÊ öèõ ìîäóëiâ;
5) ÿêùî îäíà ÷àñòèíà êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëü äiëÿòüñÿ íà äåÿêå öiëå

÷èñëî, òî é äðóãà ÷àñòèíà êîíãðóåíöi¨ äiëèòüñÿ íà öå ÷èñëî;
6) ÿêùî a � bpmodmq, òî pa,mq � pb,mq.

Äîâåäåííÿ.

1) Íåõàé a � bpmodmq, d � äiëüíèê ÷èñåë a i b, pd,mq � 1. Òîäi
a � a1d, b � b1d. Îñêiëüêè a � b � dpa1 � b1q äiëèòüñÿ íà m i
pd,mq � 1, òî a1 � b1 äiëèòüñÿ íà m, à îòæå, a1 � b1pmodmq.

2) ßêùî a � bpmodmq, òî a � b � mt äëÿ äåÿêîãî t P Z. Òîäi
ak � bk � pmkqt, çâiäêè ak � bkpmodmkq.

3) ßêùî ak � bkpmodmkq, òî ak � bk � pmkqt äëÿ äåÿêîãî t P Z.
Òîäi a � b�mt, çâiäêè a � bpmodmq.

4) Íåõàé
a � bpmodm1q
a � bpmodm2q
� � � � � � � � � � � �
a � bpmodmkq

.

Òîäi a � b äiëèòüñÿ íà m1,m2, . . . ,mk, çâiäêè a � b äiëèòüñÿ i íà
m � rm1,m2, . . . ,mks � ÍÑÊ ÷èñåë m1,m2, . . . ,mk. Îòæå, a� b �
mt, òîáòî a � bpmodmq.

5) Íåõàé a � bpmodmq. Òîäi a � b � mt äëÿ äåÿêîãî t P Z. ßêùî
÷èñëà b im äiëÿòüñÿ íà d, òîáòî b � db1 im � dm1, òî a � b�mt �
dpb1 �m1tq äiëèòüñÿ íà d. Àíàëîãi÷íî äëÿ b � a�mt.

6) Ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà ñïiëüíèõ äiëüíè-
êiâ ÷èñåë a im çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñåë b
i m, à òîìó çáiãàþòüñÿ òàêîæ i íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè, òîáòî
pa,mq � pb,mq.

�
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Îñêiëüêè êîíãðóåíòíi ÷èñëà ïðè äiëåííi íà íàòóðàëüíå ÷èñëî m äàþòü
îäíàêîâi îñòà÷i, òî êîíãðóåíöi¨ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèâåäåííÿ îçíàê
ïîäiëüíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 4.3.

Íàòóðàëüíå ÷èñëî n äiëèòüñÿ íà 11 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðiçíèöÿ
ñóìè éîãî öèôð, ÿêi ñòîÿòü íà ïàðíèõ ïîçèöiÿõ, i ñóìè öèôð, ÿêi ñòî-
ÿòü íà íåïàðíèõ ïîçèöiÿõ, äiëèòüñÿ íà 11.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ÷èñëî n ó âèãëÿäi:

n � a0 � a110� a2102 � . . .� am10m,

äå ai � öèôðè ÷èñëà n, ai P t0, 1, . . . , 9u.
Îñêiëüêè 10k � p�1qkpmod 11q, òî

n � a0�a110�a2102�. . . ,�am10m � a0�a1�a2�a3�. . .�p�1qmampmod 11q �
� pa0 � a2 � . . .q � pa1 � a3 � . . .qpmod 11q.

Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ. �

Ó êîæíîìó êëàñi rasm ëèøêiâ çà ìîäóëåì m ìîæíà îáðàòè íàéìåíøèé íå-
âiä'¹ìíèé ëèøîê (ÍÍË) � îñòà÷ó âiä äiëåííÿ a íà m, i àáñîëþòíî íàéìåíøèé
ëèøîê (ÀÍË) � ëèøîê, ìîäóëü ÿêîãî ìåíøèé âiä ìîäóëiâ óñiõ ëèøêiâ êëàñó
rasm.

Ïðèêëàä 4.1. Ó êëàñi r3s7 � t. . . ,�25, �18, �11, �4, 3, 10, 17, 24, . . .u
íàéìåíøèì íåâiä'¹ìíèì ëèøêîì ¹ ÷èñëî 3, i àáñîëþòíî íàéìåíøèì ëè-
øêîì � òàêîæ ÷èñëî 3, îñêiëüêè éîãî ìîäóëü ìåíøèé âiä ìîäóëiâ âñiõ
iíøèõ ëèøêiâ äàíîãî êëàñó. Ó öüîìó âèïàäêó ÍÍË i ÀÍË çáiãàþòüñÿ.
À ó êëàñi r6s7 � t. . . ,�22, �15, �8, �1, 6, 13, 20, . . .u ÷èñëî 6 ¹ ÍÍË,
ïðîòå ÀÍË ¹ ÷èñëî �1.

Ìíîæèíà ÷èñåë, óòâîðåíà ç m ëèøêiâ, óçÿòèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî êëà-
ñó ëèøêiâ çà ìîäóëåì m, íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ (ÏÑË) çà
ìîäóëåì m.

Ïðèêëàä 4.2. Ïðè m � 5 ÏÑË ¹ òàêi ìíîæèíè ÷èñåë:
P1 � t0, 1, 2, 3, 4u � ñêëàäà¹òüñÿ ç íàéìåíøèõ íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ

óñiõ êëàñiâ;
P2 � t�2, �1, 0, 1, 2u � ñêëàäà¹òüñÿ ç àáñîëþòíî íàéìåíøèõ ëèøêiâ;
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P3 � t�7, �1, 25, 1, 12u � ñêëàäà¹òüñÿ ç äîâiëüíèõ ï'ÿòè ÷èñåë, âçÿ-
òèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî êëàñó.

Çà òâåðäæåííÿì 4.2(6) óñi ÷èñëà êëàñó rasm ìàþòü îäíàêîâèé ÍÑÄ ç ìî-

äóëåì m: ÿêùî a � bpmodmq, òî pa,mq � pb,mq. Òîìó êîðåêòíèì ¹ íàñòóïíå

îçíà÷åííÿ.

Íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì êëàñó rasm íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèé ñïiëü-

íèé äiëüíèê ÷èñåë a i m. ßêùî pa,mq � 1, òî êëàñ rasm íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìíî

ïðîñòèì ç ìîäóëåì.

Ìíîæèíà ëèøêiâ, óçÿòèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî êëàñó ëèøêiâ, âçà¹ìíî ïðî-

ñòîãî ç ìîäóëåìm, íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ (ÇÑË) çà ìîäóëåì

m.

Ïðèêëàä 4.3. Ìíîæèíè t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9u i t1, 3, 7, 9u ¹ ÏÑË òà
ÇÑË çà ìîäóëåì 10 âiäïîâiäíî. Êëàñè r1s10, r3s10, r7s10, r9s10 ¹ âçà¹ìíî
ïðîñòèìè ç ìîäóëåì.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöi¹þ Åéëåðà ϕ : N Ñ N íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, çíà÷å-

ííÿ ϕpmq ÿêî¨ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü m
i âçà¹ìíî ïðîñòi ç m. Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü ÷èñåë, ÿêi óòâîðþþòü ÇÑË çà

ìîäóëåì m, äîðiâíþ¹ ϕpmq.

Òâåðäæåííÿ 4.4.

ßêùî ìíîæèíà P ¹ ÏÑË (ÇÑË) çà ìîäóëåì m i a P Z, pa,mq � 1, òî
ìíîæèíà aP � tax | x P P u òàêîæ ¹ ÏÑË (ÇÑË) çà ìîäóëåì m.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x, x1 P P . ßêùî ax � ax1pmodmq i pa,mq � 1, òî
x � x1pmodmq, çà òâåðäæåííÿì 4.2(1). Îòæå, åëåìåíòè ìíîæèíè aP
ïîïàðíî íåêîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì m. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî P � ÏÑË çà
ìîäóëåì m, òî aP òàêîæ ¹ ÏÑË çà ìîäóëåì m.

Íåõàé P � ÇÑË çà ìîäóëåì m, x P P . Òîäi px,mq � 1. Îñêiëüêè
pa,mq � 1, òî pax,mq � 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî aP òàêîæ ¹ ÇÑË çà
ìîäóëåì m. �
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Çàóâàæåííÿ 4.1.

ßêùî ÷èñëî x ¹ ëèøêîì ÏÑË (ÇÑË) çà ìîäóëåì m, òîáòî íàëåæèòü
êëàñó rxsm, òî äîáóòîê ax õî÷ i íàëåæàòèìå äî ÏÑË (ÇÑË) çà ìîäó-
ëåì m, àëå ìîæå ìiñòèòèñÿ â iíøîìó êëàñi. Òiëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè a � km � 1, äîáóòîê ax � pkm � 1qx � kmx � x � xpmodmq
íàëåæèòü òîìó æ êëàñó rxsm.

Ïðèêëàä 4.4. Îáåðåìî ç êëàñiâ ëèøêiâ r1s8, r3s8, r5s8, r7s8 ÇÑË t1, 3, 5, 7u
çà ìîäóëåì 8. ßêùî a � 11, òî äîáóòêè ax ¹ ÷èñëàìè 11, 33, 55, 77, ÿêi
íàëåæàòü âiäïîâiäíî êëàñàì r3s8, r1s8, r7s8, r5s8.

Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà Åéëåðà).

ßêùî m � íàòóðàëüíå ÷èñëî i m ¥ 2, pa,mq � 1, òî

aϕpmq � 1pmod mq.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ÷èñëà

x1, x2, . . . , xϕpmq
óòâîðþþòü ÇÑË íàéìåíøèõ íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ (ÍÍË) çà ìîäóëåì m.
Òîäi çà òâåðäæåííÿì 4.4 ïðè pa,mq � 1 ÷èñëà ax1, ax2, . . . , axϕpmq òåæ
óòâîðþþòü ÇÑË çà ìîäóëåì m. Öi ÷èñëà íàëåæàòü äåÿêèì êëàñàì, âçà-
¹ìíî ïðîñòèì ç ìîäóëåì m. �õ ìîæíà çàìiíèòè ÍÍË

x̄1, x̄2, ..., x̄ϕpmq
ç òèõ æå êëàñiâ, äî ÿêèõ âîíè íàëåæàòü. Ââàæàþ÷è, ùî

ax1 � x̄1pmod mq
ax2 � x̄2pmod mq
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
axϕpmq � x̄ϕpmqpmod mq

,

ïåðåìíîæèìî öi ϕpmq êîíãðóåíöié. Îòðèìà¹ìî
aϕpmqx1x2 � . . . � xϕpmq � x̄1x̄2 � . . . � x̄ϕpmqpmodmq.

Îñêiëüêè tx1, x2, . . . , xϕpmqu � tx̄1, x̄2, . . . , x̄ϕpmqu, òî, ïîäiëèâøè íà äî-
áóòîê åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ çà òâåðäæåí-
íÿì 4.2(1), îäåðæèìî:

aϕpmq � 1pmodmq,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �
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Òåîðåìà 4.2 (Ìàëà òåîðåìà Ôåðìà).

ßêùî ÷èñëî p � ïðîñòå i pa, pq � 1, òî

ap�1 � 1pmod pq.

Äîâåäåííÿ. Ìàëà òåîðåìà Ôåðìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè Åéëåðà: îñêiëü-
êè ϕppq � p� 1, òî ap�1 � 1pmod pq. �

Íàñëiäîê 4.1.

ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà a ìà¹ ìiñöå
êîíãðóåíöiÿ

ap � apmod pq.

Äîâåäåííÿ. ßêùî pa, pq � 1, òî ap�1 � 1pmod pq çà òåîðåìîþ 4.2. Ïî-
ìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ íà a, îäåðæèìî ap � apmod pq.
ßêùî pa, pq � 1, òî pa, pq � p, áî p � ïðîñòå ÷èñëî. Òîäi a äiëèòüñÿ íà p,
à îòæå, i

ap � a � apap�1 � 1q
òàêîæ äiëèòüñÿ íà p. Òàêèì ÷èíîì,

ap � a � 0pmod pq àáî ap � apmod pq,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Ïðèêëàä 4.5. Çíàéäåìî îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ÷èñëà 4250 íà 17.
Îñêiëüêè 17 � ïðîñòå ÷èñëî i p42, 17q � 1, òî çà ìàëîþ òåîðåìîþ

Ôåðìà
4216 � 1pmod 17q.

Ïiäíåñåìî äî êóáà îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨:

4248 � 1pmod 17q.
Êðiì òîãî,

42 � 8pmod 17q, a 422 � 82pmod 17q � 64pmod 17q � 13pmod 17q.
Äàëi îòðèìó¹ìî:

4250 � 4248422pmod 17q � 13pmod 17q.
Îòæå, îñòà÷à äîðiâíþ¹ 13.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [1, ñ. 115�146], [3, ñ. 37�41], [5, ñ. 48�55], [6, ñ. 72�86],

[9, ñ. 194�206], [15, ñ. 253�262].
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Âïðàâè äî ëåêöi¨ 4.

4.1. ×è êîíãðóåíòíi ÷èñëà 89, 199 i 335 ç ÷èñëîì 27 çà ìîäóëåì 11?

4.2. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìàþòü ìiñöå êîíãðóåíöi¨ 52016 � 2016pmod 25q, 7119 �
3pmod 243q.
4.3. Îõàðàêòåðèçóâàòè êîíãðóåíöiÿìè öiëi ÷èñëà n, ÿêùî:

à) n � íåïàðíå ÷èñëî; á) n ìà¹ âèãëÿä 8k � 3, k P Z.

4.4. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìà¹ ìiñöå
êîíãðóåíöiÿ n2 � 1pmod 8q.
4.5. Äîâåñòè, ùî çàäàíi ðiâíÿííÿ íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ ó íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñëàõ:

à) 26x � 36y � 59z; á) 2x � 5y � 19z.

4.6. Íåõàé a � 3pmod 4q. Ïîêàçàòè, ùî a�1
4

¹ öiëèì ÷èñëîì.

4.7. Çíàéòè äâi îñòàííi öèôðè ÷èñåë 2999 i 6052016.

4.8. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ

à) 2100 � 5200 íà 30; á) 131054 � 38 � 16285 � 3717 íà 15.

4.9. Çíàéòè îñòàííþ öèôðó ÷èñëà p. . . ppp77q7q7q...q7 � ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ
âèêîíó¹òüñÿ 2016 ðàç.

4.10. Âèâåñòè îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 2, 3, 5 i 9.

4.11. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 111111110888888895 íà 9.

4.12. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 121311510848583895 íà 11.

4.13. Âèâåñòè îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 7 i 13.

4.14. Íåõàé íàòóðàëüíå ÷èñëî a ìà¹ çîáðàæåííÿ dkdk�1 . . . d2d1d0 ó äåñÿòêî-
âié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. ×åðåç Spaq ïîçíà÷èìî ñóìó 3-öèôðîâèõ áëîêiâ ÷èñëà a,
ðîçáèâàþ÷è ÷èñëî a íà áëîêè ñïðàâà íàëiâî. Íàïðèêëàä, ÿêùî
a � 5987654321, òî a � 005 987 654 321 i Spaq � 5 � 987 � 654 � 321 � 1967.
Äîâåñòè, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî a äiëèòüñÿ íà 37 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè Spaq
äiëèòüñÿ íà 37. Ùî çìiíèòüñÿ, ÿêùî 37 çàìiíèòè íà 27?

4.15. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ÏÑË çà ìîäóëåì m ìíîæèíà:

à) t33,�20, 24, 54,�21,�30, 37,�17u, ÿêùî m � 8;
á) t17,�23, 28,�50,�40,�31u, ÿêùî m � 6.
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4.16. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ÇÑË çà ìîäóëåì m ìíîæèíà:

à) t19,�1, 33,�19u, ÿêùî m � 8;
á) t13,�13, 29,�29u, ÿêùî m � 10.

4.17. Ïîáóäóâàòè ÏÑË çà ìîäóëåì 7, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç:

à) âiä'¹ìíèõ ÷èñåë;
â) ïàðíèõ ÷èñåë;

á) íåïàðíèõ ÷èñåë;
ã) ïðîñòèõ ÷èñåë.

4.18. Íåõàé P � ÏÑË çà ìîäóëåì 10. Ïîêàçàòè, ùî S � tx5 | x P P u òàêîæ
¹ ÏÑË çà ìîäóëåì 10.

4.19. Ïîêàçàòè, ùî Pa � t6a � 1, 6a � 1u ¹ ÇÑË çà ìîäóëåì 6 äëÿ êîæíîãî
a P Z.

4.20. Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Åéëåðà, çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ:

à) 72016 íà 12; á) 109345 íà 14; â) 353160 íà 75.

4.21. Äëÿ êîæíîãî a P Z çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ a2016 íà 27.

4.22. Äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 2p�2 íà p.

4.23. Ïîêàçàòè, ùî a297 � a3 äiëèòüñÿ íà 343 äëÿ êîæíîãî a P Z.

4.24. Äîâåñòè, ùî êîëè 79a�10b�c � 0pmod 21q, òî a�2b�4c � 0pmod 21q,
äå a, b, c P Z.

4.25. Äîâåñòè, ùî 12k�1 � 22k�1 � 32k�1 � . . .� pp� 1q2k�1 � 0pmod pq, äå p �
ïðîñòå ÷èñëî, p ¡ 2.

4.26. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìà¹ ìiñöå
êîíãðóåíöiÿ

1� 2� . . .� pn� 1q � 0pmod nq.
×è öå òâåðäæåííÿ âiðíå äëÿ ïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

4.27. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî n P N ìà¹
ìiñöå êîíãðóåíöiÿ 5n � 1� 4npmod 16q.
4.28. Ç'ÿñóâàòè, äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ

12 � 22 � . . .� pn� 1q2 � 0pmod nq.
4.29. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç Dpnq ïîçíà÷èìî îñòàííþ öèôðó äå-
ñÿòêîâîãî çàïèñó ÷èñëà n. Íàïðèêëàä, Dp4q � 4, Dp35q � 5 òà Dp237q � 7.
Çíàéòè âñi åëåìåíòè, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi

S � tDp19m �
m̧

k�1

k!q | m P Nu.
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4.30. Íåõàé a0 òà a1 � öiëi ÷èñëà. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ¥ 2 âèçíà-
÷èìî an � an�1 � an�2. Äîâåñòè, ùî ç êîíãðóåíöié a2 � 6a0pmod 19q òà
a3 � 6a1pmod 19q âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ an�2 � 6anpmod 19q äëÿ êîæíîãî öiëî-
ãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà n. Ñêiëüêè ïàð pa0, a1q öiëèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ 0 ¤ a0   19
òà 0 ¤ a1   19, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè a2 � 6a0pmod 19q òà a3 � 6a1pmod 19q?

Ëåêöiÿ 5. Êîíãðóåíöi¨ ç îäíèì íåâiäîìèì. Òå-

îðåìà Âiëüñîíà

Êîíãðóåíöiÿìè ç îäíèì íåâiäîìèì çà ìîäóëåì m íàçèâàþòüñÿ êîíãðóåíöi¨
âèäó

fpxq � anx
n � an�1x

n�1 � . . .� a1x� a0 � 0pmodmq,
äå â ëiâié ÷àñòèíi ¹ ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

ßêùî an íå äiëèòüñÿ íà ìîäóëü m, òî öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî n íàçèâà-
þòü ñòåïåíåì êîíãðóåíöi¨. Ó âèïàäêó, êîëè an äiëèòüñÿ íà m, ñòàðøèé ÷ëåí
anx

n � 0pmodmq i éîãî ìîæíà âiäêèíóòè.
ßêùî a � bpmodmq, òî

anb
n � an�1b

n�1 � . . .� a1b� a0 � ana
n � an�1a

n�1 � . . .� a1a� a0pmodmq,
à òîìó êîðåêòíèì ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ fpxq � 0pmodmq íàçèâà¹òüñÿ êëàñ ëèøêiâ çà ìî-
äóëåì m, êîæíå ÷èñëî ÿêîãî çàäîâîëüíÿ¹ öþ êîíãðóåíöiþ. Îñêiëüêè êëàñiâ
ëèøêiâ çà äàíèì ìîäóëåì m ¹ m, òî êîíãðóåíöiÿ ìîæå ìàòè ëèøå ñêií÷åííó
êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, àáî é íå ìàòè ¨õ çîâñiì.

Ïðèêëàä 5.1. Êîíãðóåíöiÿ 4x � 1pmod 10q íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, áî iç íå¨ âè-
ïëèâà¹ ðiâíiñòü 4x � 1�10t, ÿêà ¹ íåìîæëèâîþ, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ
x, t P Z ëiâà ÷àñòèíà � ïàðíå ÷èñëî, à ïðàâà � íåïàðíå.

Ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöi¨, äîñèòü çàìiñòü íåâiäîìîãî x ïiäñòà-
âèòè â êîíãðóåíöiþ ÷èñëà ç ðiçíèõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m. Äëÿ öüîãî
ìîæíà ïåðåáðàòè ÏÑË iç íàéìåíøèõ íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ, à ùå êðàùå � ÏÑË
iç àáñîëþòíî íàéìåíøèõ ëèøêiâ.

Ïðèêëàä 5.2. Ðîçâ'ÿæåìî êîíãðóåíöiþ x3�14x�1 � 0pmod 7q. Çíàéäåìî
ÏÑË iç íàéìåíøèõ íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ çà ìîäóëåì 7: t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u.
Ïiäñòàâèìî ëèøêè ó êîíãðóåíöiþ. Áà÷èìî, ùî ÷èñëà 3, 5 i 6 çàäîâîëü-
íÿþòü êîíãðóåíöiþ. Îòæå, ðîçâ'ÿçêàìè ¹ êëàñè ëèøêiâ: r3s7, r5s7 i r6s7.

Êîíãðóåíöi¨ íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ çái-
ãàþòüñÿ.
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Êîíãðóåíöi¨ ðîçâ'ÿçóþòü çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè áiëüø ïðîñòèõ êîíãðóåí-
öié, ðiâíîñèëüíèõ çàäàíèì. Ç îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòåé êîíãðóåíöié âèïëèâà¹,
ùî íàñòóïíi äi¨ íå çìiíþþòü ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨:

1) äîäàâàííÿ äî îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà gpxq ç
öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè;

2) äîäàâàííÿ äî îäíi¹¨ ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ ìíîãî÷ëåíà ç êîåôiöi¹íòàìè,
êðàòíèìè ìîäóëþ;

3) çàìiíà êîæíîãî êîåôiöi¹íòà êîíãðóåíòíèì éîìó çà äàíèì ìîäóëåì ÷è-
ñëîì;

4) ìíîæåííÿ îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ íà ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå ç ìîäóëåì;
5) äiëåííÿ îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ íà ¨õ öiëèé äiëüíèê, âçà¹ìíî ïðîñòèé

ç ìîäóëåì;
6) ìíîæåííÿ îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëÿ íà òå ñàìå íàòóðàëüíå

÷èñëî;
7) äiëåííÿ îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëÿ íà ¨õ ñïiëüíèé íàòóðàëüíèé

äiëüíèê.

Ïðèêëàä 5.3. Êîíãðóåíöiþ 14x3 � 10x2 � 21x � 3 � 0pmod 7q ìîæíà
ñïðîñòèòè òàê:

1) âiäêèíåìî ìíîãî÷ëåí 14x3 � 21x, áî éîãî êîåôiöi¹íòè êðàòíi ìî-
äóëþ: 10x2 � 3 � 0pmod 7q;

2) çàìiíèìî ÷èñëî 10 êîíãðóåíòíèì éîìó çà ìîäóëåì 7 ÷èñëîì 3:
3x2 � 3 � 0pmod 7q;

3) Îñêiëüêè p3, 7q � 1, òî ïîäiëèìî íà 3 ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè êîí-
ãðóåíöi¨: x2 � 1 � 0pmod 7q.

Êîíãðóåíöiÿ x2�1 � 0pmod 7q ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨ px�1qpx�1q �
0pmod 7q, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê px� 1qpx� 1q äiëèòüñÿ íà ïðîñòå
÷èñëî 7. Òîäi px�1q àáî px�1q äiëèòüñÿ íà 7, òîáòî x�1 � 0pmod 7q àáî
x�1 � 0pmod 7q. Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ ¹ êëàñè ëèøêiâ
r1s7 i r6s7.

Êîíãðóåíöi¨ I-ãî ñòåïåíÿ ìàþòü âèãëÿä

a1x� a0 � 0pmodmq.
ßêùî ïåðåíåñòè âiëüíèé ÷ëåí â ïðàâó ÷àñòèíó êîíãðóåíöi¨ i çìiíèòè ïîçíà÷å-
ííÿ êîåôiöi¹íòiâ, òî äiñòàíåìî

ax � bpmodmq.
Òâåðäæåííÿ 5.1.

ßêùî pa,mq � 1, òî êîíãðóåíöiÿ ax � bpmodmq ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî P � ÏÑË çà ìîäóëåì m, òî aP òàêîæ ¹ ÏÑË çà
ìîäóëåì m çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.4. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò ai P aP ,
ÿêèé êîíãðóåíòíèé ç b çà ìîäóëåì m, äëÿ äåÿêîãî i P P . Îòæå, êëàñ
ëèøêiâ rism i ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨. �

Òâåðäæåííÿ 5.2.

ßêùî pa,mq � d ¡ 1 i b íå äiëèòüñÿ íà d, òî êîíãðóåíöiÿ ax � bpmodmq
íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé ax0 � bpmod mq äëÿ äå-
ÿêîãî x0 P Z. Òîäi ax0 � b �mt, äå t P Z. Àëå òàêà ðiâíiñòü íåìîæëèâà,
ÿêùî a i m äiëÿòüñÿ íà d, à b íå äiëèòüñÿ íà d. Îòæå, ïðèïóùåííÿ íå-
âiðíå. �

Òâåðäæåííÿ 5.3.

ßêùî pa,mq � d ¡ 1 i b äiëèòüñÿ íà d, òî êîíãðóåíöiÿ ax � bpmodmq
ìà¹ d ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � a1d, b � b1d, m � m1d. Ïîäiëèìî îáèäâi ÷à-
ñòèíè êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëü íà d i äiñòàíåìî ðiâíîñèëüíó ¨é êîíãðóåíöiþ
a1x � b1pmod m1q. Îñêiëüêè pa1,m1q � 1, òî öÿ êîíãðóåíöiÿ çà òâåðäæå-
ííÿì 5.1 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê � êëàñ ëèøêiâ rism1 . Îäíàê çà òâåðäæå-
ííÿì 4.1 öåé êëàñ ëèøêiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íà d êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì
dm1 � m. Òàêèì ÷èíîì, êîíãðóåíöiÿ ax � bpmodmq ìà¹ d ðîçâ'ÿçêiâ:

rism, ri�m1sm, . . . , ri� pd� 1qm1sm.
�

Êîíãðóåíöi¨ I-ãî ñòåïåíÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíèìè ìåòîäàìè. Ðîçãëÿ-
íåìî íàéáiëüø âæèâàíi ç íèõ.

1) Ïiäñòàíîâêà â êîíãðóåíöiþ ÷èñåë ÏÑË. Öåé ñïîñiá âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ïðè íåâåëèêèõ ìîäóëÿõ. Ïðè âåëèêèõ ìîäóëÿõ ïiäñòàíîâêó ëèøêiâ
ÏÑË ïðîâîäÿòü íà çàêëþ÷íîìó åòàïi ïîáóäîâè ðiâíîñèëüíèõ êîíãðó-
åíöié.

2) Çâåäåííÿ êîíãðóåíöié I-ãî ñòåïåíÿ äî ðiâíîñèëüíî¨ ¨é êîíãðóåíöi¨ ç êî-
åôiöi¹íòîì ïðè x, ðiâíèì îäèíèöi, âèêîðèñòîâóþ÷è äi¨ 1q� 7q, îïèñàíi
âèùå.
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Ïðèêëàä 5.4. Êîíãðóåíöiÿ 11x � 7pmod 17q ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê,
áî p11, 17q � 1. Âiäíÿâøè âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè ÷èñëî 51 � 3 � 17,
îòðèìà¹ìî êîíãðóåíöiþ 11x � �44pmod 17q. Îñêiëüêè p11, 17q �
1, òî ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ íà 11: x � �4pmod 17q.
Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ ¹ êëàñ r�4s17 � r13s17.

3) Ìåòîä Åéëåðà. Íåõàé çàäàíî êîíãðóåíöiþ ax � bpmod mq, pa,mq � 1.
Çà òâåðäæåííÿì 5.1 öÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê. Çà òåîðåìîþ
Åéëåðà aϕpmq � 1pmod mq. Òîìó aϕpmqb � bpmod mq, çâiäêè apaϕpmq�1bq
� bpmod mq. Òàêèì ÷èíîì, x � aϕpmq�1 � bpmod mq.

Ïðèêëàä 5.5. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ 10x � 6pmod 16q.
Îñêiëüêè p10, 16q � 2 i 6 äiëèòüñÿ íà 2, òî êîíãðóåíöiÿ ìà¹

äâà ðîçâ'ÿçêè. Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëü
íà 2. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìàíî¨ êîíãðóåíöi¨ 5x � 3pmod 8q
ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä Åéëåðà. Îñêiëüêè ϕp8q � 4, òî x �
5ϕp8q�1 � 3pmod 8q � 53 � 3pmod 8q � 125 � 3pmod 8q � 5 � 3pmod 8q �
15pmod 8q � 7pmod 8q. Îñêiëüêè r7s8 � r7s16 \ r15s16, òî êëàñè
r7s16 i r15s16 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ 10x � 6pmod 16q.

4) Ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöié çà äîïîìîãîþ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.
Íåõàé çàäàíî êîíãðóåíöiþ ax � bpmod mq, äå pa,mq � 1. Ðîçêëà-

äåìî m
a
â ëàíöþãîâèé äðiá. ßêùî Pn�1

Qn�1
i Pn
Qn

� m
a
¹ ïåðåäîñòàííié i

îñòàííié ïiäõiäíi äðîáè, òî

PnQn�1 � Pn�1Qn � p�1qn�1, çâiäêè mQn�1 � Pn�1a � p�1qn�1.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïåðøèé ÷ëåí êðàòíèé ìîäóëþ m, îòðèìà¹ìî:

�Pn�1a � p�1qn�1pmod mq àáî ap�1qnPn�1 � 1pmod mq.
Òàêèì ÷èíîì,

ap�1qnPn�1b � bpmod mq, çâiäêè x � p�1qnPn�1bpmod mq.

Ïðèêëàä 5.6. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ

123x � 15pmod 435q.
Îñêiëüêè pa,mq � p123, 435q � 3 i 15 äiëèòüñÿ 3, òî êîíãðóåíöiÿ

ìà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè. Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ i ìîäóëü íà 3.
Îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó êîíãðóåíöiþ:

41x � 5pmod 145q.
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Ðîçêëàäåìî ÷èñëî m
a
� 145

41
â ëàíöþãîâèé äðiá çà àëãîðèòìîì Åâêëi-

äà: 145 � 41 �3�22, 41 � 22 �1�19, 22 � 19 �1�3, 19 � 3 �6�1, 3 � 1 �3.
Íåïîâíèìè ÷àñòêàìè ¹ ÷èñëà 3,1,1,6,3. Òóò n � 4. Îá÷èñëèìî P3 çà

íàñòóïíîþ ñõåìîþ, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Pk � qkPk�1 � Pk�2:

k �1 0 1 2 3 4

qk 3 1 1 6 3

Pk 1 3 4 7 46 145

Îòæå, ÷èñåëüíèê ïåðåäîñòàííüîãî ïiäõiäíîãî äðîáó P3 � 46. Òîìó
ìà¹ìî:

x � p�1q4 � 46 � 5pmod 145q � 85pmod 145q.
Òàêèì ÷èíîì, êëàñ ëèøêiâ r85s145 ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ 41x �

5pmod 145q. Àëå ïðè ìîäóëi 435 öåé êëàñ ëèøêiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íà òðè
êëàñè: r85s435, r85� 145s435, r85� 2 � 145s435, òîáòî r85s435, r230s435, r375s435
� ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöi¨ 123x � 15pmod 435q.

Îïèøåìî ãðóïó Z�
m äiëüíèêiâ îäèíèöi êiëüöÿ Zm. Íåõàé rasm � îáîðîòíèé

åëåìåíò ìîíî¨äà pZm, �q. Òîäi rasmrxsm � r1sm äëÿ äåÿêîãî rxsm P Zm. Îñòàííÿ
ðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨ ax � 1pmod mq, ÿêà çà òâåðäæåííÿìè 5.1 i
5.2 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi ëèøå òîäi, êîëè pa,mq � 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åëå-
ìåíò rasm P Zm ¹ îáîðîòíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè pa,mq � 1. Òàêèì ÷èíîì,
ïîðÿäîê ãðóïè Z�

m äîðiâíþ¹ ϕpmq. Çà íàñëiäêîì 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà ïîðÿ-
äîê êîæíîãî åëåìåíòà ñêií÷åíî¨ ãðóïè ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó ãðóïè. Çîêðåìà
prasmqϕpmq � r1sm äëÿ pa,mq � 1. Òàêèì ÷èíîì, aϕpmq � 1pmod mq, òîáòî
îòðèìàíî iíøå äîâåäåííÿ òåîðåìè Åéëåðà.

ßêùî pa,mq � 1, òî ïîðÿäîê åëåìåíòà rasm ãðóïè Z�
m íàçèâàþòü ïîêàçíè-

êîì ÷èñëà a çà ìîäóëåì m. Ç íàñëiäêó 4.1 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî
ïîêàçíèê ÷èñëà a çà ìîäóëåì m ¹ äiëüíèêîì ϕpmq. Öiëå ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ
ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì m, ÿêùî rasm � òâiðíèé åëåìåíò ãðóïè Z�

m,
òîáòî ïîðÿäîê rasm äîðiâíþ¹ ϕpmq.

Äàëi ìè äàìî õàðàêòåðèçàöiþ ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ �Òåîðåìîþ
Âiëüñîíà�, õî÷à âïåðøå ¨¨ äîâåäåííÿ áóëî îòðèìàíå Ëàãðàíæåì.

Õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà Âiëüñîíà).

Íàòóðàëüíå ÷èñëî p ¹ ïðîñòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

pp� 1q! � �1pmod pq.

Äîâåäåííÿ. ßêùî p � 2, òî òåîðåìà ¹ î÷åâèäíîþ. Òîìó íàäàëi ââàæà-
¹ìî, ùî ïðîñòå ÷èñëî p ¡ 2, çîêðåìà âîíî ¹ íåïàðíèì.
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Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî p � ïðîñòå ÷èñëî, i äîâåäåìî, ùî pp � 1q! �
�1pmod pq. Íåõàé a P t1, 2, . . . , p � 1u. Òîäi êîíãðóåíöiÿ ax � 1pmod pq
çà òâåðäæåííÿì 5.1 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ra1sp, äå a1 P t1, 2, . . . , p � 1u.
ßêùî a � a1, òî a2 � 1pmod pq, çâiäêè a2�1 � pa�1qpa�1q äiëèòüñÿ íà p.
Òîäi pa�1q àáî pa�1q äiëèòüñÿ íà p, à îòæå, a P t1, p�1u. Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíà t2, 3, . . . , p � 2u ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïàðè åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü
ðiçíèì âçà¹ìíî îáåðíåíèì êëàñàì-åëåìåíòàì ãðóïè Z�

p . Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

2 � 3 � . . . � pp� 2q � 1pmod pq.
Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îòðèìàíî¨ êîíãðóåíöi¨ íà p�1, îòðèìó¹ìî
pp� 1q! � p� 1pmod pq � �1pmod pq.

Íåõàé pp � 1q! � �1pmod pq. Äîâåäåìî, ùî òîäi p � ïðîñòå ÷èñëî.
Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî p ¥ 4 ¹ ñêëàäåíèì. Íåõàé q � ïðîñòèé äiëüíèê p.
Òîäi q   p, à îòæå, pp�1q! äiëèòüñÿ íà q. Îñêiëüêè çà óìîâîþ pp�1q!�1
äiëèòüñÿ íà p, òî pp � 1q! � 1 äiëèòüñÿ íà q. Îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ,
îñêiëüêè ïðîñòå ÷èñëî íå ìîæå äiëèòè îäíî÷àñíî ÷èñëà a i a� 1, áî òîäi
âîíî á i äiëèëî ÷èñëî 1 � pa� 1q � a. �

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè êîíãðóåíöié ïåðøîãî ñòåïåíÿ. Íåõàé çàäàíî íàñòóïíó
ñèñòåìó:

$'''&
'''%
a1x � b1pmod n1q
a2x � b2pmod n2q
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
akx � bkpmod nkq

ßêùî bi íå äiëèòüñÿ íà pai, niq äëÿ äåÿêîãî i P t1, . . . , ku, òî i-òà êîíãðóåí-
öiÿ, à îòæå, i âñÿ ñèñòåìà íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ. Â iíøîìó âèïàäêó, ïîäiëèâøè
íà pai, niq îáèäâi ÷àñòèíè i-¨ êîíãðóåíöi¨ òà ìîäóëü äëÿ êîæíîãî i P t1, . . . , ku,
îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó:

$'''&
'''%
a11x � b11pmod m1q, pa11, m1q � 1

a12x � b12pmod m2q, pa12, m2q � 1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
a1kx � b1kpmod mkq, pa1k, mkq � 1

Ðîçâ'ÿçàâøè êîæíó êîíãðóåíöiþ îêðåìî, îòðèìà¹ìî ðiâíîñèëüíó ñèñòåìó:

$'''&
'''%
x � c1pmod m1q
x � c2pmod m2q
� � � � � � � � � � � � � � �
x � ckpmod mkq
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Òàêèì ÷èíîì, äîñèòü âìiòè ðîçâ'ÿçóâàòè îñòàííþ ñèñòåìó êîíãðóåíöié.

Òâåðäæåííÿ 5.4.

ßêùî ñèñòåìà $'''&
'''%
x � c1pmod m1q
x � c2pmod m2q
� � � � � � � � � � � � � � �
x � ckpmod mkq

ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê, òî âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çà ìîäóëåì
m, ùî äîðiâíþ¹ ÍÑÊ ÷èñåë m1,m2, . . . ,mk.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé a i b � ïðåäñòàâíèêè êëàñiâ-ðîçâ'ÿçêiâ ñè-
ñòåìè êîíãðóåíöié. Òîäi a � cipmod miq i b � cipmod miq äëÿ êîæíîãî
i P t1, . . . , ku. Îòæå, a � bpmod miq, òîáòî a � b äiëèòüñÿ íà mi äëÿ
êîæíîãî i P t1, . . . , ku, a òîìó a � b äiëèòüñÿ i íà m � rm1,m2, ...,mks.
Òàêèì ÷èíîì, a � bpmod mq, à òîìó rasm � rbsm. �

Òåîðåìà 5.1 (Êèòàéñüêà òåîðåìà ïðî ëèøêè).

ßêùî m1,m2, ...,mk � ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà, òî ¹äèíèì ðîç-
â'ÿçêîì çà ìîäóëåì m � m1 �m2 � . . . �mk ñèñòåìè êîíãðóåíöié ¹ rasm, äå
a �M1y1c1� . . .�Mkykck, ïðè÷îìó ÷èñëà Mi i yi âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ:

Mi � m1m2�...�mk
mi

, Miyi � 1pmod miq.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ a â i-òó êîíãðóåíöiþ
x � cipmod miq ñèñòåìè i áåðó÷è äî óâàãè, ùî âñi Mj ïðè j � i äiëÿ-
òüñÿ íà mi, i êîíãðóåíöiÿ

Miyi � 1pmod miq, pMi,miq � 1

ç íåâiäîìèì yi ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, îäåðæèìî: a �Miyici � cipmod miq.
Òàêèì ÷èíîì, a çàäîâîëüíÿ¹ áóäü-ÿêó êîíãðóåíöiþ ñèñòåìè, à îòæå, i
âñþ ñèñòåìó. Òèì ñàìèì ïîêàçàíî, ùî rasm i ¹ òèì ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè çà ìîäóëåì m � m1 �m2 � . . . �mk, áî ÍÑÊ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë
äîðiâíþ¹ ¨õíüîìó äîáóòêó. �
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Ïðèêëàä 5.7. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó:$'&
'%
x � 15pmod 17q
x � 11pmod 13q
x � 3pmod 10q

Ìîäóëi ¹ ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè, à òîìó ìîæíà âèêîðèñòàòèòè
êèòàéñüêó òåîðåìó ïðî ëèøêè.

M � 17 � 13 � 10 � 2210,

M1 � 2210

17
� 130, M2 � 2210

13
� 170, M3 � 2210

10
� 221.

130y1 � 1pmod 17q pñq � 6y1 � 18pmod 17q pñq y1 � �3pmod 17q
170y2 � 1pmod 13q pñq y2 � 1pmod 13q
221y3 � 1pmod 10q pñq y3 � 1pmod 10q

Îòæå,

a � 130 � p�3q � 15� 170 � 1 � 11� 221 � 1 � 3 � �3317,

à òîìó êëàñ ëèøêiâ r�3317s2210 � r1103s2210 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè.

5.1. Çàóâàæåííÿ. Ïåðøèé çàôiêñîâàíèé ïðèêëàä íà âèêîðèñòàííÿ êèòàé-
ñüêî¨ òåîðåìè ïðî ëèøêè ç'ÿâèâñÿ ó êèòàéñüêié ìàòåìàòè÷íié ïðàöi Ñóí-öçè
Ñóàí ×iíà êiíöÿ òðåòüîãî àáî ïî÷àòêó ÷åòâåðòîãî ñòîëiòòÿ. Ôîðìóëþ¹òüñÿ
çàäà÷à íàñòóïíèì ÷èíîì:

�Ó íàñ ¹ êiëüêà ðå÷åé, àëå ìè íå çíà¹ìî òî÷íî, ñêiëüêè ñàìå. ßêùî ïîðà-
õóâàòè ¨õ òðiéêàìè, òî ó íàñ çàëèøèòüñÿ äâi ðå÷i. ßêùî ïîðàõóâàòè ðå÷i
ï'ÿòiðêàìè, òî ó çàëèøêó îòðèìà¹ìî òðè ðå÷i. ßêùî ïîðàõóâàòè ¨õ ñiì-
êàìè, ó íàñ çàëèøèòüñÿ äâi ðå÷i. Ñêiëüêè âñüîãî ¹ ðå÷åé?�

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè ìîäóëi m1,m2, . . . ,mk ìîæóòü i íå áóòè ïî-
ïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ñèñòåìó ðîçâ'ÿçóþòü íàñòóïíèì ÷èíîì. Ç ïåðøî¨
êîíãðóåíöi¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî âñi çíà÷åííÿ x, ÿêi ¨¨ çàäîâîëüíÿþòü, ìà-
þòü âèãëÿä x � c1 �m1t1, äå t1 ïðîáiãà¹ âñi öiëi ÷èñëà. Ùîá îáðàòè ç íèõ òi
çíà÷åííÿ x, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü i äðóãó êîíãðóåíöiþ, âèçíà÷èìî t1 ç íàñòóïíî¨
óìîâè:

c1 �m1t1 � c2pmod m2q àáî m1t1 � c2 � c1pmod m2q.
Öÿ êîíãðóåíöiÿ I-ãî ñòåïåíÿ ç íåâiäîìîþ t1 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî c2 � c1

äiëèòüñÿ íà pm1,m2q, áî iíàêøå îñòàííÿ êîíãðóåíöiÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, à îòæå,
i âñÿ ñèñòåìà òàêîæ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Íåõàé c2 � c1 äiëèòüñÿ íà pm1,m2q.
Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ êîíãðóåíöiþ, îòðèìà¹ìî:

t1 � t11pmod
m2

pm1,m2qq.
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Òîäi ìíîæèíà âñiõ çíà÷åíü t1, ùî çàäîâîëüíÿþòü äðóãó êîíãðóåíöiþ, çà-
äà¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ ôîðìóëè:

t1 � t11 �
m2

pm1,m2qt2,

äå t2 ïðîáiãà¹ âñi öiëi ÷èñëà. Çâiäñè

x � c1 �m1t
1
1 �

m1m2

pm1,m2qt2 � y2 � rm1,m2st2,

äå y2 � c1 �m1t
1
1 çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøi äâi êîíãðóåíöi¨. Äàëi àíàëîãi÷íî ç îòðè-

ìàíèõ ÷èñåë îáèðà¹ìî òi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ùå é òðåòþ êîíãðóåíöiþ. Âiäòàê
çíîâó, àáî ïðèéäåìî äî êîíãðóåíöi¨ âiäíîñíî t2, ÿêà íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, àáî
çíàéäåìî, ùî çíà÷åííÿ

x � y3 � rm1,m2,m3st3, t3 P Z, àáî x � y3pmod rm1,m2,m3sq
çàäîâîëüíÿþòü ïåðøi òðè êîíãðóåíöi¨. I òàê äàëi. ßêùî òàêà ñèñòåìà ìà¹
ðîçâ'ÿçêè, òî çíàéäåìî ¹äèíèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê çà ìîäóëåì rm1,m2, ...,mks.

Ïðèêëàä 5.8. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó:$'&
'%
x � 2pmod 15q
x � 7pmod 20q
x � 12pmod 35q

Ïiäñòàâèìî x � 2� 15t1 ó äðóãó êîíãðóåíöiþ ñèñòåìè:

2� 15t1 � 7pmod 20q
15t1 � 5pmod 20q
3t1 � 1pmod 4q
t1 � 3pmod 4q
t1 � 3� 4t2

Ïiäñòàâèìî x � 2 � 15t1 � 2 � 15p3 � 4t2q � 47 � 60t2 ó òðåòþ
êîíãðóåíöiþ ñèñòåìè:

47� 60t2 � 12pmod 35q
60t2 � �35pmod 35q

25t2 � 0pmod 35q
5t2 � 0pmod 7q
t2 � 0pmod 7q
t2 � 7t3

Òàêèì ÷èíîì, x � 47� 60t2 � 47� 420t3, à îòæå, r47s420 � ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè êîíãðóåíöié.
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Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [1, ñ. 147�161], [6, ñ. 86�115], [9, ñ. 194�206], [12,

ñ. 265�269], [15, ñ. 253�262].

Âïðàâè äî ëåêöi¨ 5.

5.1. Ç'ÿñóâàòè, ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ìàþòü êîíãðóåíöi¨:

à) 4x � 20pmod 9q; á) 6x � 9pmod 8q; â) 8x � 12pmod 4q.
5.2. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨, ïiäñòàâëÿþ÷è ÷èñëà ç ÏÑË:

à) 4x � 10pmod 6q; á) 4x � 9pmod 6q; â) 4x3 � 9pmod 4q.
5.3. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨ ìåòîäîì ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü:

à) 7x � 3pmod 13q; á) 16x � 5pmod 23q; â) 32x � 7pmod 51q.
5.4. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨ ìåòîäîì Åéëåðà:

à) 7x � 3pmod 13q; á) 16x � 9pmod 23q; â) 64x � 6pmod 30q.
5.5. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨ ìåòîäîì ëàíöþãîâèõ äðîáiâ:

à) 32x � 182pmod 119q; á) 365x � 50pmod 395q.
5.6. Ðîçâ'ÿçàòè â öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ ç äâîìà íåâiäîìèìè:

à) 3x� 4y � 13; á) 12x� 8y � 17; â) 91x� 28y � 35.

5.7. Äëÿ ïåðåâåçåííÿ çåðíà ¹ ìiøêè ïî 60 i 80 êã. Ñêiëüêè òàêèõ ìiøêiâ
ïîòðiáíî äëÿ ïåðåâåçåííÿ 440 êã çåðíà?

5.8. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó êîíãðóåíöié#
x � 5pmod 7q
x � 3pmod 4q,

âèêîðèñòîâóþ÷è êèòàéñüêó òåîðåìó ïðî ëèøêè.

5.9. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíó ñèñòåìó êîíãðóåíöié äâîìà ìåòîäàìè:#
2x � 3pmod 5q
7x � 5pmod 9q

5.10. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè çà ìîäóëåì 300 ñèñòåìè êîíãðóåíöié:#
3x � 1pmod 20q
2x � 3pmod 15q

5.11. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè êîíãðóåíöié:
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à)

$'&
'%
x � 12pmod 3q
x � 34pmod 4q
x � 21pmod 5q

á)

$'&
'%
x � 5pmod 4q
x � 7pmod 6q
x � 12pmod 9q

5.12. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè êîíãðóåíöié:

à)

$'&
'%

4x � 40pmod 3q
9x � 34pmod 4q
16x � 21pmod 5q

â)

$'&
'%

4x � 10pmod 9q
12x � �4pmod 7q
4x � 5pmod 12q

á)

$'&
'%

7x � 3pmod 11q
3x � 2pmod 5q
15x � 5pmod 35q

ã)

$'&
'%

36x � 12pmod 3q
41x � 34pmod 12q
87x � 16pmod 9q

5.13. Ðîçâ'ÿæiòü 1700-ði÷íó çàäà÷ó Ñóí-öçè Ñóàí ×iíà, ñôîðìóëüîâàíó â
êiíöi ï'ÿòî¨ ëåêöi¨.

5.14. Íà øëÿõó äî ïóíêòó çäà÷i ÿ¹öü ó âàíòàæiâêó ôåðìåðà ïîòðàïëÿ¹ ìå-
òåîðèò i çíèùó¹ âñþ éîãî ïðîäóêöiþ. Äëÿ òîãî, ùîá ïîäàòè ñòðàõîâèé ïîçîâ,
âií ïîâèíåí çíàòè, ñêiëüêè ÿ¹öü áóëî ðîçáèòî. Âií ïàì'ÿòà¹, ùî êîëè âií ðà-
õóâàâ ÿéöÿ ïàðàìè, òî â êiíöi çàëèøèëîñÿ 1 ÿéöå, êîëè ðàõóâàâ òðiéêàìè, òî
ó çàëèøêó áóëî 2 ÿéöÿ, êîëè ðàõóâàâ ÷åòâiðêàìè, çàëèøèëîñÿ 1 ÿéöå, i êîëè
âií ïiäðàõóâàâ ¨õ ï'ÿòiðêàìè, òàêîæ çàëèøèëîñÿ 1 ÿéöå, àëå êîëè ïîðàõóâàâ
ÿéöÿ ñiìêàìè, òî â çàëèøêó íå áóëî æîäíîãî ÿéöÿ. ßêà íàéìåíøà êiëüêiñòü
ÿ¹öü áóëà ó âàíòàæiâöi?

5.15. Òðè êîíâå¹ðíi ñòði÷êè íà ôàáðèöi ïîäàþòü øîêîëàäíi áàòîí÷èêè: ïåð-
øà � êîæíi 8 ñåêóíä, äðóãà � êîæíi 9 ñåêóíä, ïðè÷îìó ïåðøà ïîäà÷à íà äðóãó
ñòði÷êó âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåç 2 ñåêóíäè ïiñëÿ ñòàðòó, à òðåòÿ � êîæíi 11 ñåêóíä,
ïåðøà ïîäà÷à ÷åðåç 3 ñåêóíäè ïiñëÿ ñòàðòó. Çíàéäiòü íàéìåíøèé ìîìåíò ÷à-
ñó, êîëè âñi òðè ñòði÷êè îäíî÷àñíî ïîäàäóòü áàòîí÷èêè, òà âèçíà÷òå, ÷åðåç
ñêiëüêè ñåêóíä öåé çáiã ïîâòîðèòüñÿ âäðóãå.

5.16. Ç'ÿñóâàòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a P Z ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìà:#
6x � apmod 4q
3x � 4pmod 10q

5.17. Çíàéòè õî÷à á îäíå çíà÷åííÿ m P N, ïðè ÿêîìó íåñóìiñíîþ ¹ ñèñòåìà:#
x � 9pmod 6q
x � 7pmod mq

5.18. Ñêëàñòè òàáëèöþ Êåëi ãðóïè Z�
8 .
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5.19. Çíàéòè îáåðíåíi åëåìåíòè äî r13s21, r20s21 P Z�
21.

5.20. Çíàéòè ïîðÿäêè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè Z�
12.

5.21. Çíàéòè ïîêàçíèêè âñiõ öiëèõ ÷èñåë çà ìîäóëåì 11. Îïèñàòè ïåðâiñíi
êîðåíi çà ìîäóëåì 11.

5.22. Ñêiëüêè òî÷îê ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè ëåæàòü íà ïðÿìié 9x�11y�6 �
0 ìiæ ïðÿìèìè x � �150 òà x � 100?

5.23. Ñêiëüêè òî÷îê ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè ëåæàòü íà ïðÿìié 4x� 15y � 7
ìiæ ïðÿìèìè y � 0 òà y � 2016?

5.24. ×åðåç ñêiëüêè òî÷îê ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè ïðîõîäÿòü ñòîðîíè òðè-
êóòíèêà ç âåðøèíàìè Ap2, 3q, Bp7, 8q òà Cp13, 5q?
5.25. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ x2 � 1 � 0pmod 35q.
5.26. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p êîíãðóåíöiÿ
x2 � 1 � 0pmod pq ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîíãðóåíöiÿ
x2 � 1 � 0pmod p2q ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.
5.27. Äîâåñòè, ùî äëÿ ñêëàäåíîãî ÷èñëà n ¡ 4 âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ
pn� 1q! � 0pmod nq.
5.28. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ¡ 2 ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ
2pp� 3q! � �1pmod pq.
5.29. Äîâåäiòü, ùî äëÿ íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ:

p�1
2¹

k�1

k2 � p�1q p�1
2 pmod pq.

5.30. Íåõàé I òà J òàêi iäåàëè êiëüöÿ R, ùî I � J � R. Äîâåñòè, ùî
à) äëÿ êîæíèõ r, s P R ñèñòåìà êîíãðóåíöié#

x � rpmod Iq
x � spmod Jq

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê;
á) äîâiëüíi äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè êîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì iäåàëó I X J ;
â) R{pI X Jq � pR{Iq � pR{Jq.
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